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Chapitre 1
Introduction
La matie`re en grains nous est familie`re et abonde autour de nous. Pour-
tant, la physique des milieux granulaires est encore mal comprise. Ces mate´riaux
pre´sentent en effet une varie´te´ de comportements et de proprie´te´s exceptionnelles.
Assez solides pour soutenir le poids d’un immeuble, ils peuvent aussi s’envoler
par une brise le´ge`re pour former des dunes ou couler comme de l’eau dans un
sablier. La compre´hension des milieux granulaires, et en particulier de leurs pro-
prie´te´s d’e´coulements, est d’autant plus importante qu’ils interviennent dans de
nombreux domaines. De fac¸on ge´ne´rale, les milieux granulaires sont au centre de
nombreuses activite´s industrielles : ge´nie civil (be´tons, stabilite´ des sols), agro-
alimentaire (stockage et transport des ce´re´ales), pharmaceutique (me´dicaments,
cosme´tiques) ou ge´nie chimique. L’autre grand domaine d’application des milieux
granulaires est la ge´pohysique. La nature offre en effet des exemples spectaculaires
de phe´nome`nes et de structures ou` intervient la matie`re en grains : dunes de sable,
avalanches de roches lors d’e´ruptions volcaniques, glissements de terrain.
Quand on aborde les e´coulements granulaires dit bidisperses, c’est-a`-dire com-
pose´s de deux tailles de particules, plusieurs points viennent tout de suite a`
l’esprit. D’abord, malgre´ la complexite´ du syste`me, on a le de´sir de replacer
leur comportement dans un cadre ”connu”, ou tout du moins commun avec les
e´coulements granulaires monodisperses en taille. On pense alors a` chercher des
lois ge´ne´rales pour la friction du mate´riau qui prendront en compte leur caracte`re
bidisperse. Mais, ce qui frappe tout de suite, c’est qu’un mate´riau bidisperse
est essentiellement un mate´riau qui ne reste pas homoge`ne lors de l’e´coulement.
Cette inhomoge´ne´ite´ pose un re´el proble`me pour une mode´lisation globale, qui ne
ne´cessiterait pas de de´tailler et de mode´liser chaque interaction de chaque type
de particules. En effet, comment dans ce cas, de´finir des grandeurs locales, ca-
racte´ristiques du mate´riau ? De plus, la ge´ome´trie de cet e´tat se´gre´ge´ e´volue dans
le temps, avec des effets qui sont re´ellement en trois dimensions. Par exemple,
on constate que les grandes particules ayant se´gre´ge´ en surface, vont migrer
au front de l’e´coulement plus vite que les petites, vont eˆtre e´ventuellement re-
cycle´es dans l’e´coulement, ou s’accumuler dans les bordures late´rales.... D’un e´tat
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seulement stratifie´ verticalement, on obtient rapidement une non homoge´ne´ite´
dans les trois directions de l’espace. Comment donc de´finir une rhe´ologie d’un
mate´riau inhomoge`ne, et dont le caracte`re inhomoge`ne e´volue dans le temps, et
de´pend probablement du type d’e´coulement ? On pourrait meˆme se demander si
cela a un sens d’essayer de replacer dans un cadre ge´ne´ral la dynamique de ces
mate´riaux, qu’on pourra difficilement dissocier de la ge´ome´trie de l’e´coulement.
Pourtant les e´coulements bidisperses ou polydisperses me´ritent qu’on s’inte´resse
a` eux. Certaines observations sont surprenantes, comme ces e´coulements natu-
rels (glissements de terrain, avalanches, e´coulements de ponces) qui s’e´coulent
sur des pentes tre`s faibles, et se propagent beaucoup plus loin que ne le laisse-
raient attendre les lois e´tablies pour les e´coulements granulaires. Evidement, la
polydispersite´ du mate´riau n’est pas la seule diffe´rence entre un syste`me natu-
rel et un e´coulement fait en laboratoire, mais elle part comme le candidat fa-
vori pour expliquer cette grande mobilite´ des e´coulements naturels. On s’attend
a` ce que de nombreux effets, qu’on ne sait pas actuellement mode´liser, inter-
viennent dans la dynamique d’un e´coulement bidisperse : interactions entres les
deux types de particules, interaction avec le substrat... On voit alors la ne´cessite´
de revenir dans un premier temps a` des grandeurs macroscopiques (longueur
d’un e´coulement par exemple) pour de´finir une dynamique, vu l’impossibilite´ de
de´finir imme´diatement des grandeurs locales rhe´ologiques (e´quivalentes a` une vis-
cosite´ par exemple) ou de mode´liser une par une toutes les interactions. C’est la
de´marche qu’on a choisie de suivre dans cette the`se. Bien suˆr, les questions sous-
jacentes auxquelles on aimerait re´pondre malgre´ le caracte`re fondamentalement
exploratoire de cette e´tude, sont les suivantes. Une loi rhe´ologique existe-t-elle
pour ces mate´riaux alors qu’on est en pre´sence d’effets a` trois dimensions, pro-
fonde´ment inhomoge`nes, de´pendants de la ge´ome´trie de l’e´coulement ? Quel est
l’importance des conditions aux limites (substrat) ? Quelle est l’influence entre
la se´gre´gation mise en place lors de l’e´coulement et la dynamique de ce meˆme
e´coulement ? Cette influence est-elle purement la conse´quence d’une organisation
spatiale des diffe´rentes espe`ces, ou la mise en place de cet e´tat se´gre´ge´ impose-
t-elle une modification profonde de la dynamique de l’e´coulement ? Comment
aborder l’e´tude ge´ne´rale de la dynamique des mate´riaux bidisperses au-dela` de
l’e´tude d’un type particulier d’e´coulement bidisperse ?
Chapitre 2
Etat des connaissances
Beaucoup d’e´coulements naturels et industriels ne se propagent pas sur des
rugosite´s compose´es de particules de la meˆme taille que celles de l’e´coulement.
D’ailleurs, ces e´coulements sont souvent polydisperses en taille. Par exemple,
les e´ve´nements ge´ophysiques font intervenir des mate´riaux granulaires complexes
faits de particules de tailles variables (du micron au me`tre) et souvent me´lange´s
avec des fluides. Pour de tels mate´riaux polydisperses, il est bien connu que
la se´gre´gation a lieu, et que les grosses particules sont a` la surface libre de
l’e´coulement et au front [16, 20, 54]. Notre e´tude portant sur les e´coulements
polydisperses sur plans incline´s rugueux, trois sujets vont nous inte´resser :
– les e´coulements sur plans incline´s,
– la se´gre´gation,
– les effets de la rugosite´ du plan.
Ce premier chapitre a pour objet de donner quelques informations ge´ne´rales
sur les mate´riaux granulaires utiles pour l’e´tude des e´coulements de mate´riaux
granulaires polydisperses sur plans incline´s rugueux.
2.1 Ge´ome´tries d’e´coulement
Les e´coulements granulaires denses ont e´te´ e´tudie´s largement dans six configu-
rations ou` se produit un cisaillement simple, les proprie´te´s rhe´ologiques pouvant
eˆtre mesure´es. Ces diffe´rentes ge´ome´tries peuvent eˆtre se´pare´es en deux familles :
les e´coulements confine´s, et les e´coulements a` surface libre.
Les e´coulements confine´s sont le cisaillement plan (fig.2.1(a)) ou` le cisaillement
est duˆ au mouvement d’une paroi ; le cisaillement annulaire (fig.2.1(b)), dans le-
quel le mate´riau, confine´ entre deux cylindres, est cisaille´ par la mise en rotation
du cylindre inte´rieur et l’e´coulement en conduite verticale (fig.2.1(c)), dans la-
quelle le mate´riau s’e´coule par gravite´ entre deux plaques rugueuses verticales.
Les e´coulements a` surface libre sont les e´coulements sur plan incline´ rugueux
(fig.2.1(d)), les e´coulements sur fond meuble (fig.2.1(e)) et les e´coulements en
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tambour tournant (fig.2.1(f)). Dans la suite, nous nous inte´resserons principale-
(a) (b) (c)
(d) (e) (f)
−→g
−→g
−→g
Fig. 2.1 – Six ge´ome´tries d’e´coulement : (a) le cisaillement plan, (b) le cisaillement
annulaire, (c) la conduite verticale, (d) le plan incline´, (e) le socle meuble, (f) le
tambour tournant. Seuls les e´coulements sur plans incline´s seront e´tudie´s dans
les chapitres suivants (figure extraite de [22])
ment aux e´coulements a` surface libre et a` bords libres sur plans incline´s. Cepen-
dant diffe´rents comportements ont e´te´ observe´s dans plusieurs configurations que
nous e´voquerons dans cette premie`re partie.
2.2 Ecoulements denses
Le re´gime d’e´coulement dense fait l’objet, a` l’heure actuelle, de nombreuses
recherches, mais les e´quations constitutives ne sont pas encore e´tablies [45, 48, 22].
Des approches hydrodynamiques propose´es re´cemment permettent toutefois de
de´crire certaines configurations. La configuration que nous allons discuter est
l’e´coulement d’un mate´riau granulaire sur un plan incline´ pre´sente´e sur la fi-
gure 2.2 : le milieu s’e´coule sous l’effet de la gravite´ sur une pente rigide plus
ou moins rugueuse. Cette configuration pre´figure des situations ge´ophysiques
d’e´boulements de terrain.
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h
L
x
z
θ
dx
gravite´
friction
Pression|x
Pression|x+dx
Fig. 2.2 – Les e´quations moyenne´es dans l’e´paisseur reviennent a` e´crire la conser-
vation de la masse et de la quantite´ de mouvement pour une tranche e´le´mentaire
verticale du mate´riau
2.2.1 Diagramme de phase (h,θ) pour les e´coulements gra-
nulaires
Une revue de´taille´e des e´tudes expe´rimentales et nume´riques pourra eˆtre
consulte´e dans [6, 48]. En outre, des e´tudes nume´riques re´centes ont e´te´ effectue´es
par Ertas et Silbert [62, 63, 64, 65, 18](syste`mes de l’ordre de 10000 sphe`res
e´lastiques en 2D ou 3D) et par Pronchow [48] (syste`mes de l’ordre de 5000
disques rigides en 2D).
Soit une couche de grains d’e´paisseur h stable sur le plan, l’angle d’inclinaison
du plan est note´ θ. Si on augmente l’angle d’inclinaison du plan, la couche de
grains va se de´stabiliser et s’e´couler sur le plan incline´. L’angle pour lequel la
couche d’e´paisseur h se de´stabilise est note´ θstart. Lorsque l’e´coulement s’arreˆte,
il reste, sur le plan rugueux, une couche de grains d’e´paisseur hstop. Cette couche
est stable : en effet, si on perturbe cette couche de grains, elle restera immobile.
A partir de ces conside´rations il est possible de tracer la courbe θstart(h), mais
aussi hstart(θ) : cette courbe repre´sente pour un angle d’inclinaison du plan θ,
l’e´paisseur de la couche de grains hstart qui se de´stabilisera. Il est aussi possible
de de´terminer la courbe hstop(θ) [41, 44, 12] : cette courbe repre´sente l’e´paisseur
hstop du de´poˆt laisse´ apre`s un e´coulement pour un angle d’inclinaison donne´.
Ces courbes permettent de se´parer l’espace des parame`tres (h,θ) en trois re´gimes
(fig. 2.3) :
– une re´gion ou` l’e´coulement stationnaire uniforme est impossible h < hstop ;
– une re´gion me´tastable ou` il peut exister a` la fois une couche en e´coulement
et une couche statique hstop < h < hstart ;
– une re´gion instable ou` l’e´coulement est obligatoire h > hstart.
A partir des courbes de hstop(θ), il est possible de de´terminer deux angles
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d’inclinaison θ1 et θ2. Ces angles sont de´finis par :
– pour θ = θ1, hstop →∞,
– pour θ = θ2, hstop = 0.
Pour des angles d’inclinaison infe´rieurs a` θ1 aucun e´coulement stationnaire uni-
forme n’est possible.
Dans les conditions me´tastables ou instables, l’e´coulement est stationnaire et uni-
forme pour des inclinaisons mode´re´es et il devient acce´le´re´ pour des inclinaisons
plus importantes.
E
p
ai
ss
eu
r
Angle d’inclinaison θ
θ1 θ2
Stable
M
e´tastable
Instable
hstop
hstart
Fig. 2.3 – Epaisseur d’arreˆt hstop (en trait plein) et de de´marrage hstart (en
pointille´) en fonction de l’angle d’inclinaison θ.
2.2.2 Equations moyenne´es dans l’e´paisseur
Une approche hydrodynamique des e´coulements granulaires sur plan rigide a
e´te´ propose´e en 1989 par Savage et Hutter [58] s’inspirant des e´quations de St Ve-
nant pour les couches minces. Elle repose sur l’hypothe`se que la couche qui coule
est fine devant les longueurs caracte´ristiques de l’e´coulement. C’est le cas dans
de nombreux e´coulements ge´ophysiques ou` une couche de mate´riaux de quelques
dizaines de me`tres s’e´coule sur des kilome`tres. La configuration typique que nous
allons e´tudier est celle de la figure 2.2. Une couche coule sur une pente incline´e
a` un angle θ. L’ide´e des e´quations de St Venant est de tirer profit de l’hypothe`se
de couche mince pour ne´gliger les variations des parame`tres selon z par rapport
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aux variations des parame`tres selon x, et essayer de de´crire l’e´coulement par son
e´paisseur locale h(x, t) et sa vitesse moyenne selon x.
Pour obtenir les e´quations moyenne´es dans l’e´paisseur ou e´quations de St Ve-
nant, la premie`re hypothe`se consiste a` conside´rer le mate´riau comme un milieu
fluide incompressible. L’incompressibilite´ est justifie´e pour les e´coulements gra-
nulaires denses car leur fraction volumique varie peu, entre 0,5 et 0,6. Avec cette
hypothe`se, il est possible d’e´crire les e´quations de conservation de la masse et de
la quantite´ de mouvement.
Conside´rons le cas de l’e´coulement sur une pente θ (figure 2.2) d’un mate´riau
de densite´ ρ ayant une vitesse ~u = u(x, z, t)~ex + v(x, z, t)~ez. La conservation de
la masse s’e´crit :
∂u
∂x
+
∂v
∂z
= 0 (2.1)
Les e´quations de la quantite´ de mouvement s’e´crivent, en termes du tenseur des
contraintes ~~σ :
ρ
(
∂u
∂t
+ u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂z
)
= ρg sin θ − ∂σxx
∂x
− ∂σxz
∂z
(2.2)
ρ
(
∂v
∂t
+ u
∂v
∂x
+ v
∂v
∂z
)
= −ρg cos θ − ∂σxz
∂x
− ∂σzz
∂z
(2.3)
L’obtention des e´quations moyenne´es s’effectue en tirant partie de l’hypothe`se
de couche mince pour ne´gliger des termes dans les e´quations pre´ce´dentes et en
inte´grant les e´quations suivant z. Le calcul est fait en de´tail dans l’article de
Savage et Hutter [58] et nous ne le de´taillerons pas. Les e´quations de conservation
de la masse et de la quantite´ de mouvement moyenne´es dans l’e´paisseur s’e´crivent
donc :
∂h
∂t
+
∂hu
∂x
= 0 (2.4)
ρ
(
∂hu
∂t
+ a
∂hu2
∂x
)
= ρg cos θ
(
tan θ − τ
ρgh cos θ
− k∂h
∂x
)
(2.5)
On peut cependant faire quelques remarques concernant ces e´quations. Il faut
garder a` l’esprit les hypothe`ses utilise´es pour e´crire ces e´quations : l’hypothe`se
de couche mince, c’est a` dire ∂h
∂x
<< 1, l’hypothe`se de profil de vitesse e´tabli
dans l’e´paisseur et relie´ a` a (ce coefficient a de´pend du profil de vitesse sup-
pose´ dans la couche en e´coulement, pour un profil de vitesse line´aire a = 4/3)
et la proportionnalite´ entre les contraintes normales selon x et z relie´es par le
parame`tre k. Il faut aussi noter que les variations temporelles doivent eˆtre lentes.
Une seconde remarque concerne le terme de gradient d’e´paisseur. Ce terme est
a priori ne´gligeable, mais pour de´crire les e´coulements granulaires, seul ce terme
peut re´gulariser la surface. Dans l’e´quation 2.5, l’acce´le´ration est compense´e par
une force de gravite´, une force de friction a` la base de l’e´coulement et une force
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d’e´talement. En e´crivant ces e´quations, nous nous sommes affranchis de la des-
cription pre´cise du comportement du mate´riau dans la couche. La rhe´ologie du
mate´riau est comprise dans le terme d’interface τ qui de´crit la contrainte qui
s’exerce a` l’interface entre la couche qui coule et le fond rigide.
2.2.3 Loi de friction
Pour un milieu granulaire, nous ne savons pas quelle est la rhe´ologie dans le
re´gime dense. Savage et Hutter [58] ont propose´ de choisir pour la contrainte τ a`
l’interface entre la couche qui coule et le fond rugueux, une loi de friction, c’est
a` dire une contrainte tangentielle proportionnelle a` la contrainte normale :
τ = µρgh cos θ (2.6)
ou` µ est le coefficient de friction.
Ce choix a e´te´ motive´ par des expe´riences en cellule de cisaillement qui montrent
que le rapport forces tangentielles sur forces normales varie peu avec la vitesse
de cisaillement [58]. Les premie`res tentatives d’application du mode`le ont donc
e´te´ faites avec un coefficient de friction µ constant. Savage et Hutter ont re´alise´
des expe´riences consistant a` laˆcher une masse de sable sur un plan incline´ ru-
gueux et a` suivre son e´talement et sa propagation jusqu’a` l’arreˆt. Le mode`le des
e´quations moyenne´es dans l’e´paisseur permet de rendre compte quantitativement
de ce mouvement. D’autres expe´riences a` trois dimensions et sur des profils plus
complexes ont e´te´ re´alise´es et montrent la pertinence de cette approche [24, 23].
Cependant le choix d’un coefficient constant dans la loi (2.6) reste une approxima-
tion grossie`re. Elle semble suffisante pour de´crire des e´coulements sur des fonds
peu rugueux et tre`s incline´s [58, 23] mais e´choue de`s que la rugosite´ devient
de l’ordre de la taille des grains qui coulent. En effet, dans ces conditions, les
expe´riences montrent qu’il existe une gamme d’inclinaisons de l’ordre de 10-12 ◦
pour lesquels on observe des e´coulements stationnaires uniformes [12, 41, 44]. Or
d’apre`s les e´quations (2.5 et 2.6), un e´coulement stationnaire et uniforme ve´rifie
la relation :
tan θ = µ (2.7)
Donc si µ e´tait constant, il n’existerait qu’un seul angle d’inclinaison ou` les
e´coulements stationnaires uniformes seraient observe´s, ce qui est en contradiction
avec les observations expe´rimentales [12, 41, 44]. Des e´tudes sont donc mene´es
actuellement pour proposer des lois de friction plus re´alistes et plus complexes ou`
le coefficient de friction devient une fonction de l’e´paisseur et de la vitesse locale
µ(u, h) [41, 44].
D’une manie`re ge´ne´rale, on de´finit le coefficient de friction µ dans un mate´riau
granulaire comme e´tant le rapport des contraintes tangentielles (τ) sur les
contraintes normales (P ) :
µ =
τ
P
(2.8)
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La variation du coefficient de friction µ avec le taux de cisaillement nous
renseigne sur la loi de comportement du milieu granulaire.
Dans le re´gime d’e´coulement stationnaire uniforme, si l’on suppose un re´gime
dense, les e´quations permettent de pre´dire le profil de vitesse. A compacite´
constante, la pression de la couche de grains est proportionnelle a` h − z, on
a alors :
du
dz
∼ √h− z (2.9)
ce qui donne un profil de vitesse variant en z3/2, de type Bagnold. Les simulations
nume´riques [48, 62, 25] indiquent que le profil de vitesse est effectivement de ce
type :
u(z)√
gd
= A(θ)
h3/2 − (h− z)3/2
d3/2
(2.10)
ou`
– g : la constante gravitationnelle g=9,81 (m.s−2)
– d : le diame`tre des billes (m)
– h : l’e´paisseur de la couche en e´coulement (m)
mais le pre´facteur A(θ) met en e´vidence un effet de seuil.
Les mesures expe´rimentales syste´matiques de la vitesse moyenne u =< u(z) >
ont permis de mettre en e´vidence une loi d’e´chelle entre le nombre de Froude(
u√
gh
)
et la hauteur de l’e´coulement h adimensionne´e par hstop [48, 65, 41] :
u√
gh
= α+ β
h
hstop(θ)
(2.11)
Les coefficients α et β de´pendent des caracte´ristiques du syste`me. Notons que
pour les billes de verre α = 0 (fig.2.4) [41].
Etant donne´ que tanθ = µ (eq 2.7), le coefficient de friction est obtenu en
remplac¸ant θ dans l’e´quation (2.11) et en inversant la relation [41, 44]. Il est alors
possible de mesurer le coefficient de friction en fonction du nombre de Froude.
Toutefois, e´tant donne´ que la loi d’e´chelle pre´ce´dente pre´dit une vitesse non nulle
pour h = hstop, la mesure ne peut se faire pour Fr < β. Il faut alors proposer un
raccordement [42]. Pour une hauteur donne´e, le coefficient de friction µ augmente
avec la vitesse et tend vers une limite finie, tan θ2, aux grandes vitesses, qui est
inde´pendante de l’e´paisseur h. Pour une vitesse donne´e, le coefficient de friction
µ est une fonction de´croissante de l’e´paisseur. Cette loi de friction (fig. 2.5) ap-
pelle plusieurs commentaires. Tout d’abord l’existence d’une limite supe´rieure
aux fortes vitesses pour la friction implique qu’il n’existe pas d’e´coulement sta-
tionnaire uniforme pour des angles d’inclinaison supe´rieurs a` θ2. Ce re´sultat est
compatible avec l’observation d’e´coulements acce´le´re´s pour des grands angles d’in-
clinaison [28]. De plus, la loi de friction, qui de´crit l’interaction entre la couche de
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Fig. 2.4 – Nombre de Froude Fr en fonction du rapport h/hstop pour des billes
de verre, figure tire´e de [41]
mate´riau granulaire et le fond rugueux, est entie`rement de´termine´e par la mesure
des de´poˆts aux diffe´rents angles d’inclinaison hstop(θ). Il a e´te´ possible de pre´dire
quantitativement a` partir de cette loi de friction, la forme stationnaire des fronts
d’e´coulement le long du plan [42] ainsi que l’e´talement d’une masse granulaire
sur une pente rugueuse du de´marrage jusqu’a` l’arreˆt [44].
2.2.4 Rhe´ologie locale des e´coulements granulaires
Dans cette partie, nous pre´sentons les re´sultats tire´s de [22]. Dans le cas
d’e´coulements granulaires simplement cisaille´s (fig.2.6), en faisant les hypothe`ses
que les particules sont rigides et l’hypothe`se de localite´, c’est-a`-dire que
τ(z) = γ˙(z) les parame`tres du cisaillement simple sont :
– τ : la contrainte de cisaillement,
– P : la pression de confinement,
– γ˙ : le taux de cisaillement,
– d : le diame`tre des particules,
– ρ : la masse volumique des particules.
Les parame`tres d’une expe´rience en cisaillement simple permettent de de´finir
deux nombres adimensionnels inde´pendants :
I =
γ˙d√
P
ρ
(2.12)
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Fig. 2.5 – Variation du coefficient de frottement avec le nombre de Froude Fr
pour diffe´rentes e´paisseurs h, dans le cas de billes de verre sur plan incline´. Figure
tire´e de [44]
µ =
τ
P
(2.13)
Le nombre sans dimension I repre´sente le taux de cisaillement adimensionne´
et peut eˆtre interpre´te´ comme le rapport de deux temps [22], le parame`tre µ
repre´sente le coefficient de friction. S’il existe une rhe´ologie locale unique, il
doit exister une relation unique entre le coefficient de friction µ et le taux de
cisaillement adimensionne´ I (fig.2.7).
Ce nombre sans dimension I sera nomme´ nombre inertiel. Une petite valeur
de I (petit v et/ou grand P ) correspond a` un re´gime ou` l’inertie des grains ne
compte pas : c’est le re´gime “quasi-statique”. A l’inverse une grande valeur de
I (grand v et/ou petit P ) correspond au re´gime “inertiel” ou encore “dynamique”.
P
v
z
Fig. 2.6 – Cisaillement simple d’une couche de mate´riau granulaire
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Dans le cas d’e´coulements a` surface libre, la pression augmente avec la pro-
fondeur P = ρg(h− z) cos θ et la contrainte de cisaillement peut s’e´crire sous la
forme τ = ρg(h− z) sin θ. On en de´duit alors :
τ/P = tan θ = µ(I)
Le taux de cisaillement γ˙ est alors de´termine´ a` partir de la relation :
I =
γ˙(z)d√
P (z)/ρ
= µ−1(tan(θ))
En inte´grant γ˙ a` partir de la relation pre´ce´dente, le profil est assimile´ a` un profil
de Bagnold :
v(z)√
gd
= A(θ)
(h3/2 − (h− z)3/2)
d3/2
(2.14)
Cette description des e´coulements granulaires par cette rhe´ologie locale permet
µ
I
Fig. 2.7 – Coefficient de friction µ en fonction du parame`tre inertiel I dans deux
configurations (◦) plan incline´, (•) cisaillement plan. Figure tire´e de [22]
de de´terminer que le profil de vitesse dans la couche est de type Bagnold, ce qui
est en accord avec les simulations nume´riques [48, 62, 25]
2.3 Se´gre´gation
Le phe´nome`ne de se´gre´gation se rencontre de`s que l’on manipule des me´langes
de grains de proprie´te´s diffe´rentes. A la diffe´rence des liquides qu’il est souvent
facile de me´langer, un me´lange homoge`ne de grains est difficile a` obtenir de`s qu’il
existe des diffe´rences de taille, de masse, de proprie´te´s me´caniques (friction,...).
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2.3.1 Se´gre´gation sous vibration
Lorsque l’on fait vibrer un milieu granulaire polydisperse, les gros grains se
retrouvent souvent a` la surface libre. La se´gre´gation par vibration a donne´ lieu
a` de nombreuses expe´riences qui ont exhibe´ l’existence de plusieurs me´canismes
pouvant expliquer la remonte´e des grosses particules. Un premier me´canisme
invoque´ est la percolation des petites particules sous les grosses lors de la vibration
[55, 32] : dans la phase de vol libre de la vibration, des petits grains peuvent
s’infiltrer sous les gros, les poussant ainsi vers la surface libre (fig. 2.8a).
Un autre me´canisme a e´te´ mis en e´vidence faisant intervenir des mouvements
collectifs de convection dans le re´cipient [33]. Lorsque l’on fait vibrer un re´cipient
rempli de grains, des rouleaux se forment, les grains remontant au centre et
redescendant sur les coˆte´s (fig. 2.8b) : la zone de redescente est petite, de l’ordre de
quelques grains. Si une grosse particule se trouve dans le milieu, elle est remonte´e
avec les autres au centre mais ne peut pas eˆtre re´injecte´e dans les fines couches
de redescente et reste coince´e a` la surface.
Les deux phe´nome`nes sont pre´sents lors de la vibration d’un milieu granulaire ce
qui rend l’interpre´tation des expe´riences de se´gre´gation sous vibration de´licate.
(a) (b)
Fig. 2.8 – Deux me´canismes de se´gre´gation sous vibration a) infiltration des
petites sous les grosses ; b) mouvement de convection. Figure tire´e de [43]
2.3.2 Se´gre´gation sur plans incline´s
Conside´rons un me´lange homoge`ne de gros et petits grains que l’on fait
s’e´couler sur un plan incline´ rugueux. Tre`s rapidement le long de la pente, les gros
grains remontent a` la surface libre. Lors de l’e´coulement, les grains bougent conti-
nuellement les uns par rapport aux autres et des trous se forment entre eux dans
lesquels des particules de la couche du dessus peuvent tomber. Les gros grains ne
peuvent tomber que dans les gros trous, tandis que les petits grains peuvent tom-
ber dans les petits et gros trous. Cette assyme´trie dans les mouvements fluctuants
d’e´changes entre les couches donne lieu a` la se´gre´gation (tamisage dynamique).
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Un mode`le quantitatif base´ sur cette ide´e a e´te´ propose´ par Savage et Lunn [59].
Cependant, pour certaines configurations expe´rimentales (rapport de densite´ et
rapport de taille), la se´gre´gation inverse peut eˆtre observe´e [21]. La se´gre´gation
inverse, dans le cas ou` la densite´ des deux classes de billes est la meˆme, se produit
pour des rapports de taille supe´rieurs a` 40 : les grosses billes sont alors a` la base
de l’e´coulement. Cependant pour des rapports de taille supe´rieurs a` 5, les grosses
billes ne sont plus en surface de l’e´coulement, elles se situent a` l’inte´rieur de la
couche en e´coulement (fig. 2.9).
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Fig. 2.9 – Domaines de se´gre´gation pour des e´coulements dans un canal : (◦)
les traceurs recouvrent la surface (“up segregation”), () les traceurs sont a`
l’inte´rieur du de´poˆt ou a` la base (“inside segregation”), (×) les traceurs sont
a` l’inte´rieur du de´poˆt et a` la surface (“homogeneous”). Pour des rapports de den-
site´ ρtraceurs/ρlit e´gal a` 1, les traceurs sont a` l’inte´rieur du de´poˆt pour des rapports
de taille dtraceurs/dlit supe´rieurs a` 5 (Figure extraite de [21]).
Pour les e´coulements ge´ophysiques, cette se´gre´gation peut avoir une grande
importance, elle pourrait eˆtre la cause d’une grande mobilite´ des e´coulements
naturels. De plus, les gros blocs se retrouvent sur le dessus de l’e´coulement ou` la
vitesse est la plus grande : ils se rassemblent donc au front et peuvent modifier
la propagation de l’avalanche [60]. Un exemple de l’influence de cette accumula-
tion de gros blocs au front est la digitation qui est observe´e sur le terrain et en
laboratoire [46, 47] (Fig. 2.10). Quelle que soit la polydispersite´ d’un e´coulement,
la se´gre´gation est syste´matique et est capable de modifier le comportement d’un
e´coulement.
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a) b)
Fig. 2.10 – Figures de digitation observe´es au front d’un e´coulement contenant
des grosses particules. a) en laboratoire : les gros grains sont en noir [40] ; b) sur
le terrain.
2.3.3 Se´gre´gation en tambour
Une configuration ou` la se´gre´gation est tre`s e´tudie´e est le tambour tournant.
Lorsqu’un me´lange de grosses et petites particules est entraˆıne´ dans un tambour
bidimensionnel comme celui de la figure 2.11(a), on retrouve tre`s rapidement les
petites particules au centre du tambour et les grosses a` la pe´riphe´rie [10]. La
se´gre´gation a lieu de la meˆme manie`re que dans un e´coulement sur plans in-
cline´s. Pour des vitesses de rotation faibles, l’e´coulement devient tre`s mince. La
se´gre´gation s’explique alors par le fait que les petites billes voient une rugosite´ re-
lative plus importante que les grosses, et ont donc une probabilite´ plus grande de
se pie´ger avant d’atteindre le bord du tambour. Il est a` noter que des expe´riences
re´centes ont montre´ que cette se´gre´gation peut eˆtre inverse´e suivant le rapport
de taille des billes [68], comme dans le cas des e´coulements sur plans incline´s.
Lorsque le tambour devient tridimensionnel, des structures plus complexes ap-
paraˆıssent. On observe la formation spontane´e de bandes alterne´es de grosses et
de petites particules comme sur la figure 2.11(b) [27].
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(a) (b)
Fig. 2.11 – Se´gre´gation en tambour tournant. a) a` 2D ; b) a` 3D. Figure tire´e de
[27]
2.4 Influence de la rugosite´ du plan
A cause de la se´gre´gation de´crite pre´ce´demment, lorsqu’un me´lange polydis-
perse s’e´coule sur un plan incline´, les particules les plus petites seront a` la base de
l’e´coulement, les grosses particules se trouveront au front de l’e´coulement. Cette
re´partition des particules entraˆınera une rhe´ologie complexe. Pour comprendre
ces e´coulements il apparaˆıt important de connaˆıtre l’influence de la rugosite´ du
fond sur des e´coulements monodisperses. Des e´tudes ont e´te´ mene´es en faisant
des e´coulements du meˆme mate´riau sur diffe´rents supports, ou des e´coulements
de diffe´rents mate´riaux sur le meˆme support [11]. Le mouvement d’une seule bille
sur divers supports sera aussi pre´sente´.
2.4.1 Ecoulements denses
Les courbes d’e´paisseur hstop du de´poˆt donnent une information sur la
dynamique de l’e´coulement. Des expe´riences consistent a` de´terminer les ca-
racte´ristiques du de´poˆt (e´paisseur hstop) apre`s un e´coulement stationnaire uni-
forme en fonction de l’angle d’inclinaison θ du plan. Des expe´riences concernant
l’e´coulement de billes de verre sur un plan rugueux (constitue´ de billes de verre)
ont e´te´ re´alise´es [41]. Ces re´sultats expe´rimentaux, montrent que l’influence du
fond rugueux est tre`s importante. D’autres e´tudes re´centes [11] ont e´te´ mene´es
(fig. 2.12). Ces dernie`res e´tudes ont montre´ l’influence de la sphe´ricite´ des grains
(les grains sphe´riques sont des billes de verre et des graines de moutarde, les
grains non-sphe´riques sont du sable), de la taille des grains et de la rugosite´ du
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(a) (b)
Fig. 2.12 – e´paisseur hstop (symboles pleins) et hstart (symboles ouverts) en fonc-
tion de l’angle d’inclinaison du plan, pour diffe´rents mate´riaux et diffe´rentes ru-
gosite´s. (a) : diffe´rents mate´riaux et meˆme rugosite´, (b) : diffe´rentes rugosite´s et
meˆme mate´riau (billes de verres). Les comportements de´pendent fortement des
mate´riaux et de la rugosite´ du plan. Figure extraite de [11]
plan sur les e´paisseurs hstop et hstart. En effet, les e´paisseurs hstop dans le cas de
billes de verre ou de graines de moutarde sont relativement proches par rapport
a` celle des deux sables (fig. 2.12 (a)). Cela implique que l’effet de la taille des
grains est ne´gligeable par rapport a` l’effet de leur angularite´. Pour les sables, un
changement de rugosite´ n’a que peu d’effet. Il faut se placer sur une surface tre`s
lisse pour avoir une diffe´rence notable des courbes d’arreˆt et de de´part. Par contre
pour les grains sphe´riques (verre et moutarde), les diffe´rentes rugosite´s modifient
notablement ces courbes (fig. 2.12 (b)). Cela implique que l’effet de la rugosite´
est important pour un mate´riau a` grains sphe´riques mais limite´ pour des grains
anguleux.
Cependant, aucune e´tude syste´matique concernant l’influence de la rugo-
site´ sur un e´coulement monodisperse de grains n’a e´te´ faite. Les seules e´tudes
syste´matiques concernant l’influence de la rugosite´ ont e´te´ re´alise´es dans le cas
de l’e´coulement d’une seule bille, le long d’un plan incline´.
2.4.2 Ecoulement d’une bille sur un plan rugueux
Beaucoup d’auteurs ont e´tudie´ les trajectoires d’une seule particule sur un
plan rugueux. Ces e´tudes sont limite´es au cas ou` le diame`tre de la bille d est
supe´rieur au diame`tre des billes colle´es λ. Les trajectoires de ces billes sont
tre`s de´pendantes du rapport d/λ. Une bille de grand diame`tre a une probabi-
lite´ plus grande d’atteindre la fin du plan rugueux qu’une bille de petit diame`tre.
Les re´sultats expe´rimentaux [51, 52, 26, 1], the´oriques [26, 52, 7, 8, 69, 4] et
nume´riques [51, 26, 62, 64, 13, 14, 15] montrent que les meˆmes trois re´gimes
que ceux existants pour les e´coulements granulaires (e´coulements de´ce´le´re´s,
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e´coulements avec une vitesse moyenne constante, et e´coulements acce´le´re´s)
peuvent eˆtre observe´s dans le cas d’une seule bille. Tous ces re´gimes de´pendent
significativement de l’inclinaison du plan, et du diame`tre relatif de la bille d/λ.
Le diagramme de phase de la figure 2.13 pre´sente les domaines correspondant aux
diffe´rents re´gimes observe´s, dans une repre´sentation prenant pour variables d/λ
et θ. Le premier re´gime (A) correspond a` un re´gime de´ce´le´re´, la bille s’arreˆte tre`s
rapidement quelle que soit l’e´nergie cine´tique initiale qu’on lui fournit. Le second
re´gime est caracte´rise´ par une vitesse moyenne constante. Ce second re´gime est
se´pare´ en deux zones (B et C) : dans la zone (B), la majorite´ des billes lance´es
s’immobilisent sur le plan, tandis que dans la zone (C), la majorite´ des billes
vont jusqu’au bout du plan. Les arreˆts des particules dans la zone (B) sont lie´s
au de´sordre de la monocouche constituant la rugosite´. Le troisie`me re´gime (D)
est de´fini par une augmentation de la vitesse moyenne (re´gime acce´le´re´) : la bille
progresse par sauts le long de la pente. La ge´ome´trie du plan rugueux (espace-
Fig. 2.13 – Diagramme de phase pre´sentant les diffe´rents re´gimes d’e´coulements
sur le plan incline´ (R/r repre´sente le rapport entre le diame`tre de la bille qui
coule et le diame`tre des billes colle´es, c’est a` dire d/λ). La zone (A) correspond a`
un mouvement de´ce´le´re´, les zones (B) et (C) a` un mouvement a` vitesse constante,
et la zone (D) a` un re´gime de sauts. Figure tire´e de [53]
ment ale´atoire [7, 15], espacement re´gulier [15]) et le coefficient de restitution
[13, 15] jouent un roˆle tre`s important sur le mouvement de la bille. Cependant,
les re´sultats [15] d’une bille s’e´coulant sur une ligne rugueuse montrent que l’in-
troduction d’un espacement ale´atoire entre les billes colle´es a la meˆme influence
sur le mouvement de la bille qu’un espacement re´gulier bien choisi entre les billes
colle´es, l’espacement re´gulier e´tant e´gal a` la moyenne des espacements ale´atoires.
En conclusion, la pre´sence des trois re´gimes (de´ce´le´re´, re´gime a` vitesse
constante, et re´gime acce´le´re´) dans le cas du mouvement d’une seule bille sur
un plan incline´ rugueux, permet de montrer que le mouvement d’une bille est
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plan n◦ 1 2 3
diame`tre λ des billes colle´es (mm) 0.535 0.98 2.04
compacite´ 0.72 0.72 0.74
Tab. 2.1 – Caracte´ristiques des plans utilise´s par Riguidel [53]
analogue a` celui des e´coulements granulaires sur plans incline´s rugueux.
Etude statique
Ces diffe´rentes e´tudes ont montre´ l’existence d’un seuil statique [53].
Conside´rons une bille stable pose´e sur le plan. En inclinant progressivement le
plan, les conditions d’e´quilibre de la bille avec la surface rugueuse sont modifie´es.
Le seuil statique peut eˆtre de´fini, pour un diame`tre de bille donne´, comme l’angle
pour lequel il y aura rupture d’e´quilibre, pour lequel la bille se mettra en mouve-
ment. Les re´sultats obtenus montrent que l’angle de stabilite´ θs diminue avec le
rapport de taille d/λ ou` d est le diame`tre des billes en e´coulement et λ le diame`tre
des billes colle´es sur le plan, ce rapport variant de 1 a` 21 (fig. 2.14). D’apre`s ces
re´sultats expe´rimentaux, il apparaˆıt que l’angle de stabilite´ θs varie peu avec la
rugosite´ absolue du plan, et ne de´pend que du rapport d/λ. Il est a` noter que ces
expe´riences ont e´te´ re´alise´es sur trois plans diffe´rents, mais que la compacite´ des
plans est identique (table 2.1).
0
10
20
30
40
0 5 10 15 20 25
plan 1
plan 2
plan 3
S
eu
il
st
at
iq
u
e
θ s
(◦
)
Rapport de taille d/λ
Fig. 2.14 – Re´sultats expe´rimentaux obtenus par Riguidel [53] : Le seuil statique
θs diminue avec le rapport de taille d/λ, mais il est inde´pendant du fond rugueux.
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Etude dynamique
Dans le cas des expe´riences concernant le mouvement d’une seule bille
sur un plan incline´ rugueux, les e´tudes ont montre´ l’existence comme dans
les e´coulements granulaires de trois re´gimes d’e´coulement (de´ce´le´re´, a` vitesse
constante et acce´le´re´). L’e´tude de la dynamique d’une seule bille coulant sur
un plan incline´ rugueux permet de s’inte´resser aux distances parcourues par les
billes avant de s’arreˆter.
Distances d’arreˆt Lorsqu’on se place dans le domaine (B) du diagramme de
phase (fig. 2.13), c’est a` dire dans la zone ou` les billes ont une vitesse moyenne
constante, mais ou` la majorite´ des billes s’immobilisent sur le plan, la distribu-
tion des distances d’arreˆt (c’est-a`-dire distances atteintes par les billes avant de
s’arreˆter) peut eˆtre e´tudie´e. Ce “libre parcours moyen” Lp ou “distance moyenne
d’arreˆt” des particules est de´fini de fac¸on statistique (c’est a` dire comme la dis-
tance en dessous de laquelle la moitie´ des billes lance´es sont immobilise´es, les
expe´riences e´tant re´alise´es pour 2000 billes). Lp de´pend fortement du rapport
de diame`tre d/λ et de l’angle d’inclinaison du plan θ (fig. 2.15). L’e´cart d’angle
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Fig. 2.15 – Le libre parcours moyen Lp augmente tre`s fortement avec l’angle
d’inclinaison du plan θ
se´parant le cas ou` L=0 de celui ou` L ≥ 2m est tre`s faible (infe´rieur a` 2◦ quel que
soit le rapport de diame`tre d/λ). Pour les rapports de taille utilise´s (d/λ variant
de 4 a` 10), il est rare de trouver un angle θ pour lequel L est de´fini en meˆme
temps pour deux tailles de billes.
Vitesse Dans le re´gime stationnaire (vitesse de la bille constante), les re´sultats
expe´rimentaux et nume´riques [51, 15] montrent que la vitesse augmente avec
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u¯
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)
sin θ
Fig. 2.16 – De´pendance de la vitesse moyenne u¯ avec l’inclinaison du plan ru-
gueux pour diffe´rents rapports de taille d/λ : (•) d/λ=1,5 ; () d/λ=2,0 ; (N)
d/λ=2,5 ; (∗) d/λ=3,0
le rapport de taille d/λ et avec l’angle d’inclinaison θ du plan : en effet, u¯ =(
d
λ
)3/2
sin θ (fig.2.16).
Une simulation nume´rique [15] montre l’importance du fond rugueux sur
ces e´coulements. Une bille s’e´coule sur une ligne rugueuse constitue´e de billes
espace´es d’une grandeur note´e ǫ. La vitesse de cette bille (constante) pour
un rapport de taille d/λ donne´ (e´gal a` 2,25) en fonction de la re´partition
des espacements ǫ est e´tudie´e. Les re´sultats pre´sente´s en figure 2.17 montrent
comment la vitesse moyenne d’une bille est affecte´e par l’introduction de de´sordre
dans le plan rugueux. La vitesse moyenne u¯ diminue avec l’augmentation des
espacements du plan ǫ. De plus, la vitesse moyenne d’une bille s’e´coulant sur
un plan rugueux tel que les espacements entre les billes soient compris entre 0
et 0, 2d, peut eˆtre approxime´e par la vitesse d’une bille s’e´coulant sur un plan
rugueux tel que l’espacement entre les billes soit constant et e´gal a` 0, 1d, qui
correspond a` l’espacement moyen dans le cas du plan non-ordonne´.
En re´sume´, les re´sultats concernant le mouvement d’une seule bille sont les
suivants :
– L’angle θs, pour lequel il y a une transition entre le re´gime de´ce´le´re´ et le
re´gime ou` la vitesse est constante, de´croˆıt avec l’augmentation du rapport
de taille d/λ [15].
– Dans le re´gime stationnaire (B), le “libre parcours moyen” Lp augmente
avec le rapport de taille et avec l’angle d’inclinaison [26].
– Dans le re´gime stationnaire (vitesse de la bille constante), la vitesse aug-
mente avec le rapport de taille et avec l’angle d’inclinaison [7, 13, 15].
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Fig. 2.17 – De´pendance de (u¯− u0)2 avec l’inclinaison θ du plan rugueux,
pour diffe´rents espacements ǫ entre les billes du fond rugueux : espacement
constant :(∗) ǫ =0 ; (N) ǫ = 0, 1d ; (•) ǫ = 0, 2d ; espacement variable avec () :
ǫ¯=0,1 (points confondus avec le cas (N)
– Dans le re´gime stationnaire, l’introduction d’un espacement ale´atoire entre
les billes colle´es a la meˆme influence sur le mouvement de la bille que celui
d’un espacement re´gulier entre les billes colle´es, si la moyenne des espace-
ments est la meˆme dans les deux cas [15].
Ces re´sultats obtenus dans le cas d’une seule bille coulant sur un plan
incline´ rugueux apparaˆıssent tre`s inte´ressants pour mode´liser et comprendre les
e´coulements monodisperses.
En conclusion, les e´coulements polydisperses sur plans incline´s rugueux font
intervenir la se´gre´gation et la variation de la rugosite´ relative suivant la taille des
grains en contact avec le plan rugueux. L’e´tude des e´coulements polydisperses
impose donc la compre´hension de l’influence de la rugosite´ sur les e´coulements
monodisperses. L’influence de la rugosite´ a e´te´ mise en e´vidence pour l’e´tude
du mouvement d’une bille isole´e sur le plan. De plus, ces e´coulements semblent
analogues aux e´coulements granulaires, car les trois re´gimes (de´ce´le´re´, a` vitesse
constante et acce´le´re´) sont observe´s dans ces deux types d’e´coulements. Pour ces
e´coulements monodisperses, il nous semble inte´ressant d’e´tudier les e´paisseurs
hstop des de´poˆts obtenus apre`s des e´coulements stationnaires, puisqu’elles donnent
une information sur la dynamique de ces e´coulements. En effet, l’e´paisseur hstop
varie avec de nombreux parame`tres (rugosite´ du plan, sphe´ricite´ des grains,
diame`tre relatif des grains). Malheureusement, aucune e´tude syste´matique des
variations de l’e´paisseur hstop avec ces parame`tres n’a encore e´te´ re´alise´e. l’e´tude
des e´coulements polydisperses va donc passer par deux e´tapes :
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– l’e´tude de l’influence de la rugosite´ relative pour des e´coulements monodis-
perses ;
– l’effet de la se´gre´gation sur l’e´coulement.
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Chapitre 3
Configuration Expe´rimentale
Ce chapitre pre´sente la configuration expe´rimentale que nous allons e´tudier
dans ce travail : les e´coulements granulaires sur plans incline´s rugueux. Cette
configuration a de´ja` e´te´ largement utilise´e pour e´tudier les e´coulements granu-
laires [12, 41, 20, 48].
3.1 Plans incline´s rugueux.
Le dispositif expe´rimental est sche´matise´ sur la figure 3.1. Il s’agit d’un plan
incline´ constitue´ d’une plaque de verre (longueur 1m50, largeur 50 cm) sur laquelle
est pose´e le fond rugueux. Le plan rugueux est re´alise´ en collant une monocouche
de billes de verre monodisperses sur un support. Les diffe´rentes techniques de
collage sont pre´sente´es dans l’annexe A.
Les diffe´rents plans que nous avons utilise´s sont pre´sente´s table 3.1 (les
diame`tres des billes colle´es vont de 200 µm a` 5 mm). Les grandeurs ca-
racte´ristiques des plans rugueux sont le diame`tre des billes colle´es λ et la com-
pacite´ du plan C. La compacite´ du plan C (surface occupe´e par les billes divise´e
par la surface totale) est de´termine´e par analyse d’images. La connaissance de
la compacite´ C permet d’estimer l’espacement moyen entre les billes du plan ǫc,
en supposant que le plan peut eˆtre mode´lise´ par un re´seau triangulaire. L’es-
pacement moyen entre les billes est la distance entre les deux centres des billes
moins le diame`tre moyen des billes. Si deux billes du plan sont en contact, alors
l’espacement entre les deux billes est nul.
Avec cette hypothe`se, on a :
C =
πλ2
(λ+ ǫc)
2
√
3
et donc :
ǫc =
(√
π
2C
√
3
− 1
)
λ
avec
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calottenappe laser
Fig. 3.1 – Dispositif expe´rimental
ǫ
ǫc
λ
Fig. 3.2 – Repre´sentation sche´matique du plan rugueux et mode´lisation du plan
rugueux selon un re´seau triangulaire : la compacite´ est la meˆme dans les deux
configurations.
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– λ : diame`tre moyen des billes colle´es (µm),
– ǫc : espacement moyen entre les billes (µm),
– C : compacite´ moyenne du plan.
Il est aussi possible de de´terminer a` partir des images du plan (figure 3.3) la
distribution des espacements ǫ entre chaque bille du plan. En effet, pour chaque
image d’un plan, il est possible de de´terminer le centre de chaque bille ainsi que
son diame`tre : ceci permet de de´terminer les espacements de chaque bille avec
ses voisines. Les voisines d’une bille donne´e, sont telles que la distance centre a`
centre soit infe´rieure a` 2λ. La figure 3.3 repre´sente les distributions pour les plans
rugueux constitue´s de billes de 2 mm et 5 mm. Pour le plan rugueux constitue´ de
billes de 5mm, la distribution des espacements est de type gaussienne, pre´sentant
un maximum pour des espacements proches de ǫc. La queue de distribution (c’est
a` dire pour des espacements compris entre 1200 µm et 3200 µm) est due a` la
pre´sence de quelques lacunes dans le re´seau triangulaire suppose´. Pour le plan
rugueux constitue´ de billes de 2 mm, la distribution pre´sente un pic pour des
espacements nuls et la distribution pre´sente des pourcentages importants d’espa-
cements grands. Ceci s’explique par le fait que le plan de 2mm est moins ordonne´
que le plan de 5 mm. En effet, on peut, dans le cas du plan de 2 mm, nettement
distinguer deux zones sur la photo : une zone de forte compacite´ ou` toutes les
billes sont en contact (ce qui explique un fort pourcentage d’espacements nuls),
et une zone de tre`s faible compacite´ (ce qui implique des proportions e´leve´es pour
des espacements grands). Avec ces deux me´thodes de calcul, l’espacement moyen
du plan ǫ (moyenne de tous les espacements entre deux billes) est identique a`
l’espacement ǫc, calcule´ a` partir de la compacite´ en supposant un re´seau triangu-
laire (voir table 3.1). Dans la suite, les caracte´ristiques d’un plan rugueux, seront
donne´es par le diame`tre des billes colle´es sur le plan λ, la compacite´ du plan C
ou l’espacement moyen entre deux billes ǫc.
L’angle d’inclinaison θ du plan est controˆle´ par un cric de voiture place´ sous le
plan. Ainsi, on peut faire varier l’angle d’inclinaison tout en supportant le poids
du plan. Une re`gle gradue´e est dispose´e le long du plan, l’intersection de cette
re`gle avec un axe vertical, permet de de´finir une relation entre l’angle d’inclinai-
son et l’abscisse lue sur la re`gle. Cette relation permet d’avoir une tre`s bonne
reproductibilite´ de l’angle d’inclinaison (∼ 0,1 ◦).
3.2 Mate´riau granulaire utilise´ pour les
e´coulements
Pour re´aliser nos expe´riences, nous avons utilise´ des billes de verre de diame`tre
compris entre 150 µm et 5mm. Les billes ont e´te´ tamise´es pour obtenir diffe´rentes
classes de billes conside´re´es comme monodisperses (fig. 3.4). Les diffe´rentes classes
de billes sont re´pertorie´es dans la table 3.2. Les diffe´rentes gammes de billes sont
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Fig. 3.3 – Re´partition des espacements entre les billes sur les plans de 2 mm (a`
gauche) et 5 mm (a` droite)
plan n◦ λ (µm) ǫ (µm) e´cart type de ǫ (µm) compacite´ C ǫc (µm)
1 225 46 41 0,63±0,03 44
2 425 121 79 0,55±0,04 120
3 655 160 129 0,57±0,03 171
4 1400 401 300 0,56±0,04 382
5 2000 393 376 0,65±0,05 362
6 5000 732 703 0,7±0,03 691
Tab. 3.1 – Plans rugueux utilise´s avec λ : diame`tre des billes colle´es sur le plan,
ǫ : moyenne des espacements, e´cart type de ǫ : e´cart type obtenu a` partir de la
distribution des espacements (fig. 3.3), C : compacite´ moyenne du plan, ǫc : espa-
cement moyen en supposant que le plan est mode´lise´ par un re´seau triangulaire.
On note que pour tous les plans, les valeurs de ǫc et ǫ sont proches.
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6 mm6 mm6 mm
(a) d=225 µm (b) d=1125 µm (c) d=2150 µm
Fig. 3.4 – Mate´riaux utilise´s : billes de verre de diame`tre moyen : (a) 225 µm,
(b) 1125 µm et (c) 2150 µm
conside´re´es comme monodisperses, car la largeur de la distribution est faible (la
largeur de la distribution repre´sente environ 10 % du diame`tre moyen). Cette
largeur de distribution est donne´e a` partir de la taille des tamis utilise´s. Il
est cependant difficile de re´duire de manie`re significative la largeur de cette
distribution. En plus du tamisage, les billes ont e´te´ trie´es, pour ne conserver
que les billes sphe´riques (annexe A.2). La sphe´ricite´ est mesure´e par traitement
d’image : chaque projection de particule peut eˆtre fitte´e a` l’aide d’une ellipse. Si
les diame`tres principaux de l’ellipse sont e´gaux, la projection de la particule est
donc circulaire et la bille est sphe´rique. En pratique, si le rapport des diame`tres
principaux de la projection de la particule est compris entre 1 et 1,1, la particule
est alors conside´re´e comme sphe´rique, pour des rapports plus e´leve´s, la bille est
conside´re´e comme non-sphe´rique.
diame`tre moyen (µm) gamme de taille (µm) diame`tre moyen (µm) gamme de taille (µm)
150 140 - 160 615 600 - 630
180 160 - 200 655 610 - 700
225 200 - 250 670 630 - 710
275 250 - 300 780 710 - 850
300 290 - 310 925 850 - 1000
327 300 - 355 1125 1000 - 1250
377 355 - 400 1400 1250 - 1550
425 400 - 450 1850 1700 - 2000
475 450 - 500 2000 1900 - 2100
530 500 - 560 2150 2000 - 2300
580 560 - 600 5000 4900 - 5100
Tab. 3.2 – Diame`tres moyens des billes et gammes de taille correspondantes
impose´es par le tamisage
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3.3 Mesures des e´paisseur, vitesse, longueur et
largeur des e´coulements.
Lors de l’e´coulement d’un mate´riau granulaire sur un plan incline´, les gran-
deurs caracte´ristiques de l’e´coulement sont :
– l’e´paisseur h,
– la vitesse u du front.
Les grandeurs caracte´ristiques du de´poˆt sont :
– la longueur L,
– le profil de largeur W et la largeur maximale Wmax,
– l’e´paisseur hstop.
Nous donnons ici les techniques de mesure que nous utiliserons largement par la
suite.
3.3.1 Mesure d’e´paisseur
Pour mesurer avec pre´cision les e´paisseurs de l’e´coulement ou du de´poˆt, nous
utilisons deux me´thodes : la premie`re permet une mesure locale de l’e´paisseur
de la couche de grains conside´re´e, la seconde donne l’e´paisseur en tout point du
de´poˆt.
La premie`re consiste a` projeter une nappe laser en incidence rasante sur la
surface de l’e´coulement. En pre´sence d’une couche de grains d’e´paisseur h, la
projection de la nappe laser sur la surface est de´cale´e par rapport a` la projection
sur le fond rugueux d’une quantite´ ∆ = h
tanδ
, ou` δ est l’angle d’inclinaison de la
nappe laser par rapport au plan (figure 3.5). Dans nos expe´riences, δ est e´gal a`
10 ◦. Cette technique permet d’amplifier la mesure de l’e´paisseur de l’e´coulement
h par un facteur 1
tanδ
. On peut alors mesurer des couches fines avec une bonne
pre´cision (de l’ordre de quelques dizaines de microns). En pratique la mesure de
la de´viation de la nappe laser ∆ se fait a` l’aide d’une came´ra vide´o qui filme
l’e´coulement par dessus. On soustrait l’image en pre´sence de la couche de grains
d’e´paisseur h de l’image qui a e´te´ prise sans la couche de grain. Un logiciel de
traitement d’image (NIH image) permet ensuite de mesurer le de´calage ∆ en
pixels (figure 3.6). Pour connaˆıtre l’e´paisseur h en millime`tres, il suffit de calibrer
le syste`me a` l’aide d’une cale d’e´paisseur connue. On remarque que cette technique
permet de mesurer des couches d’e´paisseur moyenne infe´rieure a` la taille d’un
grain. En effet, l’image de la nappe laser projete´e sur le plan, posse`de une certaine
largeur (∼ 5 mm) et moyenne spatialement la mesure de h sur plusieurs grains.
La seconde me´thode est une me´thode de´veloppe´e par O. Pouliquen et Y.
Forterre [44] inspire´e d’une me´thode du Moire´ [56]. Une grille forme´e de lignes
horizontales est projete´e sur le plan rugueux a` l’aide d’un projecteur (figure 3.7).
L’angle de projection est choisi de telle sorte que la pre´sence d’une masse de grain
sur la surface induise une de´formation significative de la grille projete´e (figure 3.8).
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Les images du plan sont obtenues a` l’aide d’une came´ra place´e perpendiculaire-
ment au plan. Le de´calage local des lignes observe´ entre la grille de´forme´e due a`
la pre´sence de la masse de grain et la grille re´gulie`re obtenue lorsqu’il n’y a pas
de bille sur le plan est proportionnel a` l’e´paisseur locale de la couche de grains.
Cette me´thode est utilise´e dans le cas ou` les e´paisseurs ne sont pas constantes
sur tout le de´poˆt. La pre´cision de cette mesure est de l’ordre de 200 µm.
3.3.2 Mesure de vitesse
La mesure de vitesse est obtenue en re´alisant des diagrammes spatio-temporels
des diffe´rents e´coulements (figure 3.9). Une calibration reliant les distances (en
cm) aux pixels de notre image permet une mesure pre´cise des vitesses dans le cas
d’e´coulements stationnaires uniformes. L’erreur sur les vitesses est de l’ordre de
3 mm/s. Dans le cas d’e´coulements instationnaires, c’est-a`-dire pour des laˆchers
instantane´s d’un volume constant de mate´riau granulaire, les diagrammes spatio-
temporels nous donnent la variation de la vitesse au cours du temps.
3.3.3 Mesure de la longueur et de la largeur du de´poˆt
La mesure de la largeur du de´poˆt se fait par de´tection de contour en observant
les variations en niveaux de gris de notre image (fig. 3.10). Le fond rugueux est
noir, alors que le de´poˆt de billes est de couleur gris clair ou blanche. Les variations
de niveaux de gris, de´termine´s sur des lignes perpendiculaires a` x, la direction
de l’e´coulement, permettent de de´terminer la largeur du de´poˆt avec une pre´cision
de 1,4 mm. Les meˆmes re´sultats peuvent eˆtre obtenus a` partir des mesures faites
par la me´thode du Moire´ (l’erreur sur la largeur est aussi dans ce cas la` de 1,4
mm). L’e´paisseur en tout point du de´poˆt e´tant de´termine´e, le contour correspond
a` la zone de transition entre une e´paisseur nulle et une e´paisseur non nulle. La
forme du de´poˆt e´tant connue, il est possible de de´terminer la largeur du de´poˆt
pour diffe´rentes abscisses ainsi que la longueur totale du de´poˆt. Cependant, la
mesure des longueurs est plutoˆt faite directement a` l’aide d’un me`tre ruban, la
pre´cision de ces mesures est de l’ordre du millime`tre.
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Fig. 3.5 – Principe de la mesure de h par une nappe laser projete´e en incidence
rasante. Il y a un de´calage ∆ de la projection de la nappe dans le cas d’une couche
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Fig. 3.6 – Mesure de l’e´paisseur de l’e´coulement par la nappe laser. A gauche :
projection de la nappe laser sans e´coulement (trace noire) sur la meˆme image que
la projection de la nappe laser sur un de´pot granulaire (trace blanche). Le logiciel
NIH permet de mesurer le de´calage entre ces deux traces (a` droite).
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(a) (b)
Fig. 3.7 – Principe de mesure d’e´paisseur par la me´thode du Moire´ : des lignes
horizontales sont projete´es sur le plan incline´ a` l’aide d’un projecteur (a), le
de´calage des lignes duˆ a` la pre´sence d’un de´poˆt granulaire (b) permet de calculer
l’e´paisseur en tout point de ce de´poˆt. L’e´paisseur du de´poˆt est alors calcule´e en
moyennant le profil d’e´paisseur.
Fig. 3.8 – De´poˆt re´el (a` droite), la pre´sence d’une masse de grain de´forme les
lignes projete´es. De´poˆt calcule´ (a` gauche) obtenu a` partir de la de´viation des lignes
projete´es. En bas, mise en e´vidence des variations d’e´paisseur en tout point du
de´poˆt. Un espacement trop important des lignes projete´es sur le plan ne permet
pas de de´terminer avec pre´cision l’e´paisseur du de´poˆt.
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x
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Fig. 3.9 – Diagrammes spatio-temporels a) obtenu dans le cas d’un e´coulement
stationnaire uniforme : la vitesse est constante (trait pointille´) b) obtenu dans le
cas d’un e´coulement non stationnaire uniforme : la vitesse de´croˆıt et est e´gale a`
0 a` la fin de l’e´coulement.
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Fig. 3.10 – Photo du de´poˆt et largeur du de´poˆt en fonction de la distance le long
du plan (x) a` partir de la de´tection du contour du de´poˆt.
Premie`re partie
Influence du plan rugueux pour
des e´coulements monodisperses
Cette premie`re partie vise a` comprendre l’effet de la rugosite´ relative du plan
sur la dynamique d’un e´coulement monodisperse de billes.
Pour e´tudier l’influence de la rugosite´ relative, on fera successivement va-
rier le diame`tre d des billes qui coulent sur un plan de rugosite´ donne´e et va-
rier le diame`tre λ des billes colle´es sur le plan. Ces e´coulements sont monodis-
perses, c’est a` dire qu’ils sont constitue´s d’une seule taille de bille. Ces variations
syste´matiques permettent alors de de´terminer, pour une large gamme de rugo-
site´ relative, d/λ variant de 0,1 a` 12, l’influence de la rugosite´ relative sur la
dynamique des e´coulements granulaires secs monodisperses.
Sur chaque type de plan, trois types d’expe´riences ont e´te´ mene´es (figure 3.11).
Le premier consiste en un laˆcher instantane´ d’une masse constante de billes place´e
sur le plan. Cette masse est place´e dans une calotte he´misphe´rique de diame`tre
9,3 cm qui est retourne´e sur le plan, ouverte puis instantane´ment enleve´e. Le
mate´riau granulaire s’e´coule alors sur la pente, s’e´tale et s’arreˆte, laissant un
de´poˆt en forme de larme (fig 3.11a). Ce de´poˆt est caracte´rise´ par sa longueur L,
et sa largeur maximaleWmax. Pour controˆler pre´cise´ment la quantite´ de mate´riau
dans la calotte, la masse de billes pre´sente dans la calotte est pese´e avant chaque
expe´rience et est e´gale a` 176 g. On s’inte´resse avec ce type d’expe´rience principa-
lement aux variations des longueurs de coule´e en fonction de la rugosite´ relative.
Dans le second type d’expe´rience, nous e´tudions, pour chaque taille de
billes sur chaque plan, l’e´volution de l’e´paisseur du de´poˆt (hstop), laisse´ par un
e´coulement a` bords libres, pour plusieurs angles d’inclinaison du plan (θ). Ces
expe´riences sont re´alise´es avec une grande quantite´ de mate´riau (∼ 800 g), le flux
de billes est a` peu pre`s constant et e´gal a` 80 g/s. La largeur de l’e´coulement est
de l’ordre de 40 cm. La figure 3.11b repre´sente faussement la re´alite´, l’e´coulement
de billes est tre`s large mais n’est pas confine´.
Finalement, nous e´tudions la vitesse du front u d’un e´coulement stationnaire
produit par un flux de billes impose´ constant. Dans ces expe´riences, contrairement
aux expe´riences pre´ce´dentes, le flux impose´ est de l’ordre de 10 g/s, le mate´riau
granulaire s’e´coule sur la pente avec une largeur constante (de quelques cen-
time`tres), laissant un de´poˆt d’e´paisseur hstop (fig. 3.11c). L’e´coulement n’e´tant
pas tre`s large, la pre´sence des bordures influence parfois la valeur de hstop, du
moins en pe´riphe´rie du de´poˆt. La comparaison avec les expe´riences pre´ce´dentes
permet de tester leur influence. Ces expe´riences permettent de s’inte´resser a` la
rhe´ologie des e´coulements granulaires. Les grandeurs mesure´es h, hstop et u per-
mettent d’obtenir une loi rhe´ologique pour ces e´coulements. Les parame`tres de
cette e´tude sont :
– d : le diame`tre des billes qui coulent (µm),
– λ : le diame`tre des billes colle´es sur le plan (µm),
– C : la compacite´ de la monocouche de billes colle´es sur le plan,
– ǫc : l’espacement moyen entre deux billes colle´es sur le plan de´termine´ a`
partir de la compacite´ du plan en supposant que le re´seau est triangulaire
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Fig. 3.11 – Les trois types d’expe´rience mene´es sur un plan rugueux : (a) laˆcher
d’une masse constante de billes, (b) mesure de l’e´paisseur du de´pot hstop apre`s un
e´coulement large, (c) mesure de la vitesse du front u dans le cas d’un e´coulement
stationnaire a` bords libres provenant d’une alimentation constante
ǫc =
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√
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λ,
– θ : l’angle d’inclinaison du plan.
Chapitre 4
Existence d’un maximum de
friction
Nous pre´sentons d’abord dans cette partie, les re´sultats obtenus sur le plan
n◦2, c’est a` dire, sur le plan sur lequel sont colle´es des billes de diame`tre moyen
425 µm (voir partie 3). Les meˆmes e´tudes ont e´te´ re´alise´es sur d’autres plans
rugueux et seront pre´sente´es dans la suite.
4.1 Re´sultats expe´rimentaux sur le plan de 425
µm
Cette e´tude a donc e´te´ faite en gardant la rugosite´ du plan constante, et en
faisant varier le diame`tre d des billes qui coulent : les billes sont alors soumises a`
une rugosite´ relative d/λ variable. Dans ces expe´riences, la rugosite´ relative varie
de 0,35 a` 12.
4.1.1 Etude de la longueur des laˆchers
Les expe´riences de laˆcher d’une masse constante de mate´riau granulaire mo-
nodisperse ont e´te´ mene´es pour e´tudier les variations de la longueur du de´poˆt L
en fonction de la taille des billes qui coulent. Ces expe´riences ont e´te´ re´alise´es
pour diffe´rents angles d’inclinaison (θ). Les re´sultats obtenus sont pre´sente´s fi-
gure 4.1. La longueur du de´pot pre´sente un minimum pour une certaine taille
de billes, appele´e dc. Nous pouvons remarquer que ce diame`tre est inde´pendant
de l’angle d’inclinaison du plan, mais les variations de longueur sont d’autant
plus importantes que l’angle d’inclinaison du plan est grand. Il faut noter que
pour un angle d’inclinaison du plan e´gal a` 28 ◦, les mesures de longueur sont
sous-estime´es pour les billes ayant un diame`tre supe´rieur a` 425 µm (425µm, 475
µm et 550 µm), parce qu’un certain nombre de billes ne restent pas sur le plan.
Pour ces tailles, le pourcentage de billes perdues est, respectivement e´gal a` 3, 8
40 Existence d’un maximum de friction
et 13%. Pour des angles d’inclinaison infe´rieurs a` 28 ◦, toutes les billes restent
sur le plan et participent donc au de´pot final.
Dans ce type d’expe´rience, nous nous sommes aussi inte´resse´s aux largeurs
W des diffe´rents de´poˆts et en particulier a` la largeur maximale du de´poˆt Wmax
(fig. 4.2). Cette grandeur ne pre´sente aucune variation avec le diame`tre des billes
qui coulent d. La morphologie des de´poˆts change avec le diame`tre des billes qui
coulent, mais la largeur maximale du de´poˆt est inde´pendante de ce diame`tre.
On remarque, de plus, en re´alisant des expe´riences ou` on change le diame`tre de
la calotte, et donc la masse de mate´riau granulaire qui s’e´coule, que la largeur
maximale du de´poˆtWmax de´pend line´airement du diame`tre de la calotte (fig. 4.2).
La largeur maximale du de´poˆt est fixe´e par le diame`tre de la calotte dcal.
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Fig. 4.1 – Longueur du de´pot en fonction de d pour diffe´rents angles d’inclinaison
 θ=28,3◦ ; N θ=25,7◦ ; • θ=22,8◦ ;  θ=18,4◦. Il existe un diame`tre dc pour lequel
la longueur pre´sente un minimum. dc est inde´pendant de θ
4.1.2 Etude de la vitesse
Les secondes expe´riences s’inte´ressent aux variations de vitesse du front (u)
lors d’e´coulements stationnaires a` bords libres. Ces expe´riences sont re´alise´es en
imposant un flux constant e´gal a` 10 g/s a` l’aide d’un entonnoir. Le flux de billes
impose´ est inde´pendant du diame`tre des billes qui coulent d. Les billes s’e´coulent
sur le plan, sur une largeur constante, on peut a` l’aide de diagrammes spatio-
temporels mesurer la vitesse du front de l’e´coulement. Les e´coulements e´tant sta-
tionnaires, la conservation de la masse implique que la vitesse du front est exac-
tement e´gale a` la vitesse moyenne de l’e´coulement. Comme dans les expe´riences
pre´ce´dentes, la vitesse de ces diffe´rents e´coulements pre´sente une singularite´ pour
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Fig. 4.2 – La largeur maximale du de´poˆt Wmax est inde´pendante de la taille des
billes qui coulent d (θ=25.7◦), mais de´pend line´airement du diame`tre de la calotte
Wmax = 2, 22dcal.
d = dc (figure 4.3), la vitesse du front de l’e´coulement est minimum pour cette
valeur du diame`tre.
4.1.3 Etude de hstop
Les dernie`res expe´riences re´alise´es permettent d’e´tudier les variations de
l’e´paisseur du de´poˆt (hstop) laisse´ par un e´coulement a` bords libres. Dans ces
expe´riences, la taille des billes qui coulent et l’angle d’inclinaison varient. Les
re´sultats regroupant les variations de hstop en fonction de l’angle d’inclinaison du
plan θ pour diffe´rentes tailles de billes qui coulent sont pre´sente´s en figure 4.4.
Nous constatons dans un premier temps que les courbes sont classe´es dans toute
la gamme d’angles que nous avons e´tudie´e. La figure 4.5 pre´sente les variations
de hstop en fonction de d pour diffe´rents angles d’inclinaison. On remarque que
quel que soit l’angle d’inclinaison θ, les variations de hstop sont les meˆmes : hstop
est maximum pour d = dc.
4.2 Re´sultats expe´rimentaux sur les autres
plans
Afin de ve´rifier que la rugosite´ relative est le parame`tre controˆlant
l’e´coulement, nous avons effectue´ des expe´riences similaires sur d’autres plans
(225 µm < λ < 5000 µm). Ces expe´riences permettent aussi de faire varier les
caracte´ristiques du plan (le diame`tre λ des billes colle´es, la compacite´ C du plan
et donc l’espacement ǫc entre les billes colle´es) (voir chap. 3, table. 3.1). Les
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Fig. 4.3 – Vitesse moyenne des e´coulements stationnaires en fonction de d. Pour
d = dc (=275 µm), la vitesse u est minimum (θ=25.7
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Fig. 4.4 – Epaisseur du de´poˆt hstop pour diffe´rentes tailles de billes : • d=150 µm ;
N d=225 µm ;  d=275 µm ; △ d=327 µm ;  d=425 µm ; ◦ d=530 µm. Quelque
soit l’angle d’inclinaison du plan θ l’e´paisseur du de´poˆt hstop est maximum pour
d = dc (dc =275 µm)
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Fig. 4.5 – Epaisseur du de´poˆt hstop pour diffe´rents angles d’inclinaisons : • θ=27◦ ;
 θ=28◦ ; N θ=28.3◦ ;  θ=30◦. Pour d = dc, hstop est maximum.
meˆmes expe´riences de laˆcher d’une masse donne´e (mesure de longueur de de´poˆt
L), et d’e´coulements stationnaires (mesure d’e´paisseur hstop du de´poˆt laisse´ par
l’e´coulement) ont e´te´ mene´es. Dans ces diffe´rentes configurations, il existe tou-
jours un diame`tre de billes qui coulent, dc, pour lequel la longueur du de´poˆt L
est minimum et l’e´paisseur hstop est maximum.
4.2.1 dc fonction line´aire de λ ?
On remarque tout d’abord que le diame`tre dc n’est pas toujours le meˆme.
Ce maximum de friction n’est donc pas un arte´fact expe´rimental duˆ aux ca-
racte´ristiques particulie`res d’un lot de billes. Ce diame`tre dc semble varier
line´airement avec le diame`tre des billes colle´es sur le plan λ. En effet, nous
constatons que quelle que soit la taille des billes colle´es sur le plan (λ), dc est
approximativement e´gal a` λ/2 avec de le´ge`res variations par rapport a` cette va-
leur (figure 4.6). Cependant dans toutes nos expe´riences, les variations de d sont
discontinues, ce qui ne nous permet pas d’avoir avec pre´cision la valeur de dc pour
laquelle la friction basale est maximale. L’intervalle entre deux gammes de taille
de chaque lot “monodisperse” est de 50 µm environ. L’erreur sur la valeur de dc
pour laquelle la friction est maximale est donc de l’ordre de ±100 µm.
Pour les diffe´rents plans sur lesquels les expe´riences ont e´te´ re´alise´es, il existe
un diame`tre dc de billes qui coulent pour lequel la friction est maximale.
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Fig. 4.6 – dc obtenu sur diffe´rents plans est proche de λ/2 (ligne pointille´e). Les
barres d’erreur (axe dc) sont dues au fait que la valeur de dc n’est pas connue
pre´cise´ment a` cause des discontinuite´s de d. Les barres d’erreur (axe λ) prennent
en compte la gamme de taille des billes colle´es.
4.3 Interpre´tation
Les re´sultats expe´rimentaux obtenus sur les diffe´rents plans sont interpre´te´s
dans cette partie. Seuls les re´sultats obtenus sur le plan de 425 µm seront de´taille´s,
mais l’interpre´tation reste la meˆme pour les expe´riences sur les autres plans
pre´sente´es pre´ce´demment.
Nous rappelons qu’il existe un diame`tre de bille dc pour lequel :
– la longueur du de´poˆt L est minimum,
– l’e´paisseur du de´poˆt hstop est maximum,
– la vitesse moyenne du front de l’e´coulement stationnaire u est minimum.
Les expe´riences montrent que le diame`tre dc est inde´pendant de l’angle d’incli-
naison du plan θ.
La pre´sence pour d = dc d’un extremum pour hstop et L est pre´visible, car les
deux grandeurs mesure´es sont lie´es. Nous pouvons, pour les expe´riences de laˆcher
de volume constant, supposer en premie`re approximation que la surface du de´poˆt
est proportionnelle a` celle d’un rectangle et dans ce cas, le volume est e´gal a` :
V = aWLhstop
ou` a est un coefficient qui de´pend de la forme du de´poˆt. Comme le volume de
billes est constant et que la largeur maximale Wmax du de´poˆt est inde´pendante
du diame`tre des billes qui coulent d (fig. 4.2), on de´duit que L et hstop sont
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inversement proportionnels.
L’existence d’un minimum d’e´talement pour L peut eˆtre interpre´te´e pour les
deux cas limites : d≫ λ et d≪ λ.
– Pour d ≫ λ, la longueur L et la vitesse u augmentent avec la taille d
des billes qui coulent. Dans ce cas, les billes sont plus grandes que les
rugosite´s du plan λ et que les espacements entre les billes colle´es sur le
plan ǫc. La rugosite´ relative est donc faible et les billes coulent facilement.
L’e´coulement est soumis a` une friction de´croissante quand la taille des billes
qui coulent augmente. De plus, lorsque d augmente, θ1 et θ2 diminuent (pour
θ = θ1, hstop → ∞, pour θ = θ2, hstop=0). La plage d’angles d’inclinaison
[θ1; θ2] pour laquelle un e´coulement stationnaire uniforme est possible dimi-
nue quand d augmente. Pour des tailles de billes tre`s grandes, cette plage
d’angles est tre`s petite (cas de d=1 mm) et tend vers 0 (d=2 mm, d=5
mm) : on observe un raidissement des courbes de hstop (figure 4.7). Pour
ces grands diame`tres de billes, nous pouvons seulement de´finir un seul angle.
Pour un angle d’inclinaison supe´rieur a` cet angle, aucun de´poˆt ne reste sur
le plan. Pour un angle d’inclinaison infe´rieur a` cet angle, aucun e´coulement
stationnaire uniforme n’est observe´. Quand d croˆıt, la valeur de cet angle
de´croˆıt, les billes de diame`tre d peuvent alors couler sur des pentes de plus
en plus faibles.
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Fig. 4.7 – hstop pour diffe´rentes tailles de billes :  d=275 µm ; ◦ d=530 µm ;
 d=1 mm (pour θ=19,4◦, hstop=4,5 mm) ; • d=2 mm ; N d=5 mm. La plage
d’angles d’inclinaison [θ1 ; θ2] pour laquelle les e´coulements stationnaires ont lieu
de´croˆıt quand le diame`tre des billes d augmente et tend vers 0 pour des grandes
rugosite´s relatives d/λ.
On peut comparer ces re´sultats a` ceux obtenus dans le cas du mouvement
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d’une seule bille sur un plan rugueux [53] ; ces re´sultats ont e´te´ obtenus
dans le cas ou` le diame`tre d de la bille qui coule est supe´rieur ou e´gal au
diame`tre des billes colle´es sur le plan λ. En effet, dans ces expe´riences, la
vitesse ou la longueur caracte´ristique de pie´geage d’une bille augmente avec
le rapport de taille : la bille est soumise a` une friction de´croissante quand
sa taille augmente.
Le de´calage global des courbes de hstop vers les petits angles quand d aug-
mente est, lui aussi, cohe´rent avec les re´sultats obtenus lors des expe´riences
d’une seule bille sur un plan rugueux. En effet, la courbe repre´sentant hstop
en fonction de l’angle d’inclinaison θ permet de se´parer dans l’espace (h,θ)
une re´gion ou` aucun e´coulement stationnaire uniforme ne peut eˆtre observe´
(h(θ) < hstop(θ) : e´coulement de´ce´le´re´) d’une re´gion ou` les e´coulements sta-
tionnaires uniformes sont observe´s (h(θ) > hstop(θ)). Le cas d’une seule bille
pourrait se rapprocher du cas h→ 0 pour les e´coulements granulaires. Dans
les expe´riences mene´es concernant le mouvement d’une seule bille sur un
plan incline´ [53], l’angle se´parant le mouvement uniforme du mouvement
de´ce´le´re´ d’une seule bille diminue quand le rapport de taille augmente, de
meˆme fac¸on que θ2 diminue.
– Pour d ≪ λ la longueur L du de´poˆt croˆıt avec la diminution du diame`tre
d des billes qui coulent. Ce comportement est plus surprenant, mais l’in-
terpre´tation que nous en faisons est le remplissage des trous du plan par les
petites billes, qui diminue la rugosite´ du plan, et permet aux petites billes
de s’e´couler plus facilement sur ce plan. Cette interpre´tation est confirme´e
par les observations directes du plan.
4.4 Interpre´tation en termes de friction
Dans cette partie, nous interpre´tons les re´sultats obtenus sur le plan de 425 µm
en termes de friction basale du mate´riau granulaire sur le plan incline´ rugueux.
En effet, le coefficient de friction µ a` la base de l’e´coulement granulaire est de´fini
par : µ = tan θ. Comme on l’a vu dans la partie 2, la friction basale µ peut eˆtre
relie´e au parame`tre inertiel I de´fini par :
I =
γ˙d√
P
ρ
avec
– P : la contrainte normale avec P = ρgh cos θ,
– γ˙ : le taux de cisaillement avec γ˙ = u/h,
– ρ : la masse volumique de la couche granulaire.
On peut calculer P et γ˙ pour chaque expe´rience et en de´duire les courbes de µ(I)
pour chaque taille de bille utilise´e.
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Fig. 4.8 – La friction basale augmente avec le parame`tre inertiel I pour diffe´rents
diame`tres d de billes qui coulent : ◦ d=132 µm,  d=225 µm, • d=275 µm, ×
d=325 µm, + d=450µm. La friction basale est maximum pour d = dc.
Les courbes de friction basale µ en fonction du parame`tre inertiel I se classent
pour les diffe´rents diame`tres de billes qui coulent (fig. 4.8). Pour d < dc, la fric-
tion basale croˆıt avec le diame`tre des billes qui coulent d, pour d > dc, la friction
basale de´croˆıt avec le diame`tre d des billes. La friction basale est maximale pour
d = dc.
Apre`s s’eˆtre inte´resse´ a` la rhe´ologie locale de ces e´coulements granulaires mono-
disperses, on peut s’inte´resser a` la loi d’e´chelle qui re´git ces e´coulements. Cette
loi d’e´chelle relie le nombre de Froude
(
Fr = u√
gh
)
et la hauteur de l’e´coulement
adimensionne´e par hstop :
u√
gh
= β
h
hstop
Avec les re´sultats pre´sente´s pre´ce´demment, on peut calculer le nombre de
Froude. On voit que cette loi d’e´chelle est ve´rifie´e, et on trouve β =0,14 (fig
4.9). On retrouve une valeur du coefficient β identique a` celle trouve´e par O.
Pouliquen [41] (β = 0, 136).
Cette interpre´tation montre que la rhe´ologie globale des e´coulements granu-
laires monodisperses est inde´pendante de la rugosite´ relative, c’est-a`-dire, que
quelque soit le diame`tre d des billes qui coulent, Fr = βh/hstop, avec le meˆme
coefficient β. Cependant, les re´sultats concernant la friction basale en fonction
du nombre inertiel I montrent que pour un diame`tre de billes dc, la friction ba-
sale est maximum. Cela montre que l’influence de la rugosite´ sur les e´coulements
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Fig. 4.9 – Nombre de Froude en fonction du rapport h
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verre : Fr = 0, 14 h
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(avec d=132 µm, 225 µm, 275 µm, 325 µm et 450 µm,
coulant sur le plan n◦2).
granulaires est prise en compte dans l’e´paisseur du de´poˆt hstop.
4.5 Re´sultats expe´rimentaux sur les autres
plans
Dans cette partie, nous pre´sentons des re´sultats obtenus sur les autres plans
rugueux. Dans un premier temps, nous nous inte´resserons au remplissage des
trous du plan dans le cas ou` la rugosite´ relative d/λ est faible, et a` l’influence
de ce remplissage sur la friction basale des e´coulements monodisperses. Dans un
second temps, l’influence sur l’e´coulement de la sphe´ricite´ des mate´riaux utilise´s
sera pre´sente´e.
4.5.1 Remplissage des trous du plan
Influence sur la friction
Afin de comprendre l’impact sur la friction basale du remplissage des trous
du plan, on se place dans le cas ou` le diame`tre des billes qui coulent est tre`s petit
devant le diame`tre des billes colle´es sur le plan. Pour faire varier largement le
diame`tre des petites billes, sans utiliser des petites billes cohe´sives de diame`tre
infe´rieur a` 150 µm, nous utilisons un plan sur lequel on a colle´ des billes de
2 mm (tab. 3.1). Les petites billes, pour lesquelles le ratio d/λ est tre`s petit,
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Fig. 4.10 – (a) Longueur du de´poˆt en fonction du diame`tre d des billes qui coulent
(θ=26◦) ; (b) hstop pour diffe´rents angles d’inclinaison : • θ=24◦ ;  θ=26◦ ; 
θ=27◦ ; N θ=28◦ ; + θ=29◦ ; H θ=30◦. Pour dc=925 µm, L est minimum et hstop
est maximum (plan n◦4, λ=2mm).
remplissent les trous du plan. Par exemple, dans le cas de billes de 225 µm,
un trou du plan contient approximativement 30 billes. Les meˆmes expe´riences
que pre´ce´demment ont e´te´ mene´es. Le comportement global est le meˆme que
celui de´crit pre´ce´demment avec hstop maximum, L minimum et u minimum pour
dc=925 µm (fig. 4.10). Dans la suite, on s’inte´ressera seulement aux variations de
hstop.
Si on s’inte´resse aux e´paisseurs du de´poˆt en terme de nombre de billes
(hstop/d)(fig. 4.11), on remarque que :
– dc peut eˆtre un extremum local (la friction peut eˆtre plus importante pour
les petites billes),
– les valeurs de hstop/d correspondant a` d=225 µm et d=327 µm sont les
meˆmes.
Bien qu’il n’y ait que deux valeurs de diame`tre de billes, la valeur de hstop/d
semble tendre vers une valeur constante quand d → 0. Ce comportement n’a
pas e´te´ observe´ sur les autres plans, car la plage des petites tailles des billes qui
coulent par rapport a` la taille des billes colle´es n’est pas assez large.
Pour les petites billes, tous les trous du plan sont remplis, et le plan est alors
constitue´ d’un me´lange de grosses billes (2mm) colle´es et de petites billes (225 µm
ou 327 µm). Une possibilite´ d’interpre´tation du fait que hstop/d est constant pour
d=225µm et d=327 µm revient a` conside´rer que la friction est principalement due
a` la pre´sence de petites billes dans les trous, le sommet des grosses billes ayant une
influence ne´gligeable sur la friction. On peut donc supposer que les billes coulent
sur un plan constitue´ de billes de la meˆme taille qu’elles (c’est-a`-dire constitue´
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est un maximum local.
de celles qui remplissent les trous du plan). Dans ce cas, le comportement est
inde´pendant de la taille des petites billes, ce qui explique les valeurs identiques
de hstop/d pour d=225µm et d=327 µm. Cette conclusion est valable si les billes
sont suffisamment petites pour remplir les trous du plan sous forme d’un re´seau
ale´atoire.
Lissage de la rugosite´
A cause du remplissage des trous du plan, nous supposons aussi que le com-
portement de billes de 225 µm coulant sur un plan de 2mm est le meˆme que celui
des billes de 225 µm coulant sur un plan de 225 µm, a` condition que les compa-
cite´s du plan de 225 µm et des trous remplis du plan de 2 mm soient similaires.
Il est alors inte´ressant de comparer les billes de 225 µm s’e´coulant sur :
– le plan de 225 µm (C=0,63) ;
– le plan de 2 mm (C=0,65).
Dans le second cas, les billes coulent sur un plan constitue´ de petites billes de 225
µm non colle´es retenues par les billes de 2 mm colle´es dont seule la surface arron-
die et lisse des sommets apparaˆıt (fig. 5.5(c)). A l’inte´rieur des trous, les billes de
225 µm sont distribue´es ale´atoirement avec une compacite´ comprise entre 0,5 et
0,7. Cette compacite´ est aussi la compacite´ d’une section plane d’un empilement
ale´atoire tridimensionnel. Elle est proche de celle du plan n◦1 (λ=225µm).
Les re´sultats montrent que les courbes de hstop sont tre`s proches l’une de
l’autre pour les deux plans a` partir d’un angle d’inclinaison θ ∼ 27◦ (fig. 4.12),
bien que pour des angles d’inclinaison plus faibles, les courbes ne soient pas les
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Fig. 4.12 – hstop en fonction de θ pour les meˆmes billes de 225 µm s’e´coulant
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meˆmes.
A partir de ces re´sultats, on en de´duit que le comportement des billes de 225
µm coulant sur un plan de 2 mm semble e´quivalent a` celui de billes de 225 µm
coulant sur un plan de 225 µm. Ce re´sultat est surprenant parce que cela signifie
qu’il y a peu d’influence du sommet lisse des grosses billes. Il est d’autant plus
surprenant que l’e´quivalence semble surtout vraie pour des e´coulements minces
pour lesquels on s’attendrait a` une influence plus marque´e de la structure du fond
rugueux. Cependant, la rugosite´ d’un ensemble de billes colle´es sur un meˆme plan
est diffe´rente de celle d’un empilement ale´atoire 3D : cette diffe´rence de rugosite´
pourrait eˆtre une des explications concernant la diffe´rence des courbes de hstop
pour les faibles angles d’inclinaison du plan θ.
4.5.2 Remarque : influence de la sphe´ricite´ des particules
Tous les re´sultats pre´sente´s pre´ce´demment ont e´te´ obtenus en travaillant sur
des plans rugueux constitue´s d’une monocouche de billes sphe´riques. La qualite´
des billes qui coulent et celles qui sont colle´es sur le plan ont-elle une influence
sur la rhe´ologie de ces e´coulements granulaires ?
Pour cela, nous avons tout d’abord e´tudie´ l’influence de la sphe´ricite´ des billes qui
coulent. Tous les lots de billes “non sphe´riques” sont constitue´s d’environ 60% de
billes sphe´riques, 25 % de billes non sphe´riques et 15 % d’e´chardes, avec le crite`re
de sphe´ricite´ de´fini en Annexe A.2. Les e´chardes sont des fragments de billes.
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Fig. 4.13 – Longueur en fonction du diame`tre des billes qui coulent d :  billes
sphe´riques coulant sur un plan constitue´ d’une monocouche de billes sphe´riques
(cas 1) ; • billes non sphe´riques coulant sur un plan constitue´ d’une monocouche
de billes sphe´riques (cas 2) ; N billes sphe´riques coulant sur un plan compose´ de
plusieurs couches de billes (cas 3) ;  billes non sphe´riques coulant sur un plan
constitue´ de plusieurs couches de billes (cas 4). λ=225 µm ; θ=25,7◦. Dans les
expe´riences pour lesquelles il ne reste pas de de´poˆt sur le plan, on a fixe´ L=200
cm.
Nous avons ensuite e´tudie´ l’influence d’un plan rugueux constitue´ de plusieurs
couches de ce lot de billes “non sphe´riques”. Il existe sur ce plan une variation
spatiale du nombre de couches de billes. La longueur du de´poˆt (L) a e´te´ e´tudie´e
dans les quatre configurations suivantes :
– billes sphe´riques coulant sur le plan n◦1 constitue´ d’une monocouche de
billes sphe´riques, appele´ par la suite “bon” plan (cas 1) ;
– billes “non-sphe´riques” coulant sur le “bon” plan (cas 2) ;
– billes sphe´riques coulant sur un plan sur lequel sont colle´es, suivant la po-
sition, une a` trois couches de billes de 225 µm non-sphe´riques , appele´ par
la suite “mauvais” plan (cas 3) ;
– billes “non-sphe´riques” coulant sur le “mauvais” plan (cas 4).
On remarque qu’il existe, dans les quatre configurations, un diame`tre pour
lequel la longueur d’e´talement est minimum.
En comparant les re´sultats obtenus dans les configurations d’un coˆte´ 1 et
2, de l’autre 3 et 4, c’est a` dire dans les configurations ou` billes sphe´riques et
billes non sphe´riques coulent sur le meˆme plan, on remarque que les courbes de
longueurs obtenues sur le meˆme plan sont similaires. En fait, durant l’e´coulement,
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a` cause de la se´gre´gation, les e´chardes, qui repre´sentent 15 % du volume initial,
sont pre´sentes a` la surface de l’e´coulement, et elles ont ainsi peu d’influence sur
la friction basale de l’e´coulement. Cependant, pour les expe´riences re´alise´es sur
le mauvais plan (cas n◦3 et 4), les longueurs pour les billes non sphe´riques sont
1,6 fois plus petites que les longueurs pour les billes sphe´riques (fig 4.13). La
sphe´ricite´ des billes qui coulent semble avoir une le´ge`re influence sur l’e´talement.
En comparant les re´sultats expe´rimentaux obtenus dans les configurations 1 et 3,
c’est a` dire des billes sphe´riques coulant sur un “bon” plan et sur un “mauvais”
plan, on remarque que la qualite´ du plan est tre`s importante. Le meˆme effet est
observe´ en comparant les configurations 2 et 4. Tout d’abord, la longueur dans
le cas d’un “bon plan” est plus grande que dans le cas d’un “mauvais plan”. Ce
re´sultat peut s’expliquer par le fait que la pre´sence des e´chardes augmente la
rugosite´ du “mauvais plan”. On remarque aussi dans le cas du “bon plan”, que
pour des billes supe´rieures a` une certaine taille (275 µm pour ces expe´riences),
aucun de´poˆt ne reste sur le plan, c’est a` dire hstop = 0 (la longueur du de´poˆt est
trace´e arbitrairement e´gale a` 200 cm dans ce cas). Dans le cas du “mauvais” plan,
pour des tailles de billes supe´rieures a` 275 µm, il existe toujours des de´poˆts, c’est
a` dire hstop 6= 0. Le comportement des billes, dans le cas ou` d >> dc, est vraiment
diffe´rent. On peut interpre´ter ce re´sultat en conside´rant que le “mauvais” plan est
plus rugueux que le “bon” plan. Mais on voit aussi qu’il ne s’agit pas juste d’une
augmentation de rugosite´ similaire a` celle qu’on aurait obtenue en augmentant la
taille des rugosite´s puisque la valeur de dc ne semble pas avoir change´ de manie`re
significative.
Ces re´sultats sont en accord avec ceux pre´sente´s par F. Da Cruz [11]. En effet,
pour un meˆme mate´riau (billes de verre) s’e´coulant sur diffe´rentes rugosite´s, les
courbes de hstop se de´calent vers les grands angles pour une augmentation de
la rugosite´ du plan (fig. 2.12). Cela implique alors que pour un angle donne´,
l’e´paisseur du de´poˆt hstop est plus importante dans le cas d’un plan plus rugueux.
Dans le cas de mate´riau non-sphe´rique (sable) s’e´coulant sur diffe´rentes rugosite´s,
les re´sultats pre´sente´s par Da Cruz [11] montrent que l’influence de la rugosite´ est
faible sur ces e´coulements : les courbes de hstop sont les meˆmes pour diffe´rentes
rugosite´s.
En conclusion, la sphe´ricite´ des billes qui coulent a seulement une le´ge`re influence
sur le comportement global. Par contre, la qualite´ du plan est tre`s importante :
l’effet principal est que la rugosite´ relative d’un plan peut eˆtre totalement lisse
(cas 1 et 2) ou rugueuse (cas 3 et 4) pour des billes de diame`tre supe´rieur a` dc.
4.6 Conclusion
On a montre´ pour les e´coulements granulaires monodisperses, qu’il existe un
diame`tre dc pour lequel
– la longueur du de´poˆt L est minimum,
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– l’e´paisseur hstop du de´poˆt est maximum,
– la vitesse moyenne du front de l’e´coulement stationnaire u est minimum.
Ces re´sultats sur L, hstop et u sont compatibles avec l’existence d’un maximum
de friction. Pour d < dc, la friction croˆıt avec le diame`tre des billes qui coulent
d, pour d > dc, la friction de´croˆıt avec le diame`tre des billes d, et la friction est
maximale pour d = dc. Ce diame`tre dc ne de´pend pas de l’angle d’inclinaison du
plan rugueux. Il semble fixe´ par la taille des rugosite´s du plan. Pour cette raison,
on va aborder son e´tude dans la partie suivante au moyen de conside´rations
purement ge´ome´triques sur les rugosite´s du plan.
Chapitre 5
Mode`le de stabilite´ d’une bille
sur le plan
5.1 Angle minimal de stabilite´
5.1.1 Courbes de hstop et θ2
Pour un angle d’inclinaison θ du plan, une couche de mate´riau granulaire
s’e´coule avec une e´paisseur h constante. Le de´poˆt laisse´ par l’e´coulement a une
e´paisseur note´e hstop. Ceci permet de tracer la courbe hstop(θ). Comme on l’a
de´ja` dit, cette courbe divise l’espace des parame`tres (h,θ) en deux re´gions : une
re´gion ou` l’e´coulement stationnaire est impossible (h < hstop), et une re´gion ou`
l’e´coulement stationnaire est possible (h > hstop).
A partir des courbes de hstop en fonction de l’angle d’inclinaison θ, on peut
de´finir deux angles θ1 et θ2. Pour des angles d’inclinaison infe´rieurs a` θ1, aucun
e´coulement stationnaire ne peut eˆtre observe´ quelque soit l’e´paisseur de la couche
de mate´riau granulaire (θ1 correspond au cas ou` hstop → ∞). Pour des angles
d’inclinaison supe´rieurs a` θ2, aucun de´poˆt ne reste sur le plan (cela correspond
au cas ou` hstop = 0) (fig. 5.1).
Dans nos expe´riences, on peut de´terminer expe´rimentalement les valeurs de θ2.
En effet, pour un angle d’inclinaison θ proche de θ2, les billes s’e´coulent laissant
un de´poˆt d’e´paisseur hstop faible et proche de 0. On augmente alors un peu l’angle
d’inclinaison du plan et on refait l’expe´rience. Si hstop = 0, on diminue l’angle
et on refait l’expe´rience. Par ite´rations successives, on peut de´terminer l’angle
d’inclinaison θ pour lequel l’e´paisseur du de´poˆt hstop est nulle. Cette de´termination
expe´rimentale donne une pre´cision sur la valeur de θ2 de l’ordre de 0,5
◦.
On peut aussi de´terminer les valeurs de θ1 et θ2 a` partir de toutes les donne´es
expe´rimentales de hstop en les fittant par la fonction suivante (propose´e par Pou-
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liquen [41]) :
tan θ = tan θ1 + (tan θ2 − tan θ1) exp
(−hstop
ld
)
(5.1)
ou` d est le diame`tre des billes qui coulent et l est un parame`tre ajus-
table repre´sentant l’e´paisseur caracte´ristique sur laquelle hstop varie. Cette
de´termination donne une pre´cision sur la valeur de θ2 de l’ordre de 0,3
o.
h
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o
p
angle d’inclinaisonθ1
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Fig. 5.1 – Courbe the´orique de hstop en fonction de l’angle d’inclinaison θ. Pour
θ < θ1, il n’existe pas d’e´coulement stationnaire uniforme, pour θ > θ2, hstop=0 :
il ne reste plus de bille sur le plan apre`s le passage de l’e´coulement.
5.1.2 θ2 pre´sente un extremum pour le maximum de fric-
tion
Dans la partie pre´ce´dente, nous avons mis en e´vidence l’existence d’un
diame`tre dc pour lequel la friction est maximale, c’est a` dire pour lequel les
grandeurs caracte´ristiques de l’e´coulement pre´sentent un extremum (longueur du
de´poˆt L minimum, e´paisseur du de´poˆt hstop maximum, et vitesse u minimum). A
partir des courbes de hstop pre´ce´demment obtenues (fig 4.4), on peut de´terminer
les variations de θ2 en fonction du diame`tre d des billes qui coulent (fig 5.2).
On remarque tout d’abord que les courbes de hstop e´tant classe´es, un maxi-
mum de friction pour d = dc se traduit aussi par un maximum de θ2. De plus,
les angles θ2 de´termine´s a` partir des courbes de hstop ou mesure´s directement
expe´rimentalement sont tre`s proches. On voit que dans tous les cas θ2 pre´sente
un maximum pour d = dc.
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5.1.3 Bases du mode`le
On a vu pre´ce´demment que θ2 est l’angle minimal pour lequel aucun de´poˆt
ne reste sur le plan incline´, c’est-a`-dire pour lequel hstop = 0. θ2 est l’angle
pour lequel on passe d’une configuration ou` hstop 6= 0 a` une configuration ou`
hstop = 0. Le niveau hstop = 0 a d’abord duˆ eˆtre de´fini expe´rimentalement : on
remarque qu’en remplissant les trous du plan (plan n◦5) avec des petites billes,
aucune de´viation de la nappe laser (ce qui implique que l’e´paisseur est e´gale
a` 0) n’est observe´e tant que les petites billes sont en dessous du sommet des
billes colle´es sur le plan. Cela signifie qu’un plan ou` seulement les trous sont
remplis de petites billes est conside´re´ comme n’ayant aucun de´poˆt avec notre
me´thode de mesure. De cette observation expe´rimentale, on de´duit que le ni-
veau hstop = 0 correspond au plan tangent au sommet des billes colle´es sur le plan.
Conside´rons une seule bille, de diame`tre d plus grand que le diame`tre λ des
rugosite´s, pose´e immobile sur le plan rugueux. La bille est initialement stable sur
le plan, et son sommet est au dessus du niveau hstop = 0. On peut de´terminer
l’angle pour lequel la bille va tomber, c’est-a`-dire l’angle pour lequel la bille ne
sera plus dans sa position stable. Cet angle est son angle de stabilite´. Pour un
angle d’inclinaison infe´rieur a` cet angle de stabilite´, on a hstop 6= 0, e´tant donne´
que le sommet de la bille est au dessus du niveau hstop = 0. Pour un angle
d’inclinaison θ supe´rieur a` cet angle de stabilite´, hstop devient e´gal a` 0, car il n’y
a plus de bille pre´sente au dessus du niveau hstop = 0. Dans le cas d’e´coulements
granulaires, on peut conside´rer que dans la limite hstop → 0, les billes vont re´agir
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comme des billes isole´es, c’est pourquoi on s’inte´resse par la suite a` la stabilite´
de la bille la plus stable qui est au dessus du niveau hstop = 0 : cette bille est
alors la dernie`re bille qui tombera quand on augmentera l’angle et qui entraˆınera
hstop = 0. Alors, l’angle de stabilite´ pour lequel cette bille particulie`re devient
instable, est l’angle pour lequel toutes les billes au dessus du niveau hstop = 0 ne
seront plus pre´sentes sur le plan et donc on aura bien hstop = 0.
Notre mode`le est base´ sur le calcul de cet angle de stabilite´. L’angle θ2 pourra
eˆtre compare´ avec cet angle de stabilite´. θ2 est expe´rimentalement l’angle pour
lequel aucun de´poˆt ne reste sur le plan apre`s un e´coulement. Par conse´quent,
les mesures de hstop et donc de θ2 sont de´termine´es par un phe´nome`ne d’arreˆt.
Cependant, l’angle de stabilite´ est de´termine´ a` partir d’un phe´nome`ne de
“start”, car nous conside´rons la stabilite´ d’une bille initialement au repos.
L’angle de stabilite´ est l’angle pour lequel la bille devient instable et non
pas l’angle pour lequel une bille en mouvement ne s’arreˆte pas. Les travaux
concernant le mouvement d’une seule bille sur un plan rugueux [51] montrent
que le “libre parcours moyen” de´pend fortement du rapport de taille d/λ et
de l’angle d’inclinaison. Cependant, l’e´cart d’angle se´parant la configuration
ou` la bille s’arreˆte sur le plan de la configuration ou` la distance parcourue
par la bille est supe´rieure a` la longueur du plan, est infe´rieur a` 2◦ quelque
soit le rapport de taille d/λ. Ces re´sultats montrent que dans le cas du mou-
vement d’une seule bille, l’angle de stabilite´ θs peut eˆtre suppose´ e´gal a` l’angle θ2.
Pour notre mode`le de stabilite´, le plan rugueux est de´fini par deux parame`tres :
le diame`tre des billes colle´es λ et la compacite´ du plan C. La compacite´ permet
de de´terminer, en supposant que le plan est ordonne´ selon un re´seau triangulaire,
l’espacement moyen ǫc entre deux billes colle´es sur le plan. Le mode`le consiste
donc a` de´terminer ge´ome´triquement l’angle correspondant a` la limite de stabilite´
d’une seule bille pose´e sur le plan. Cet angle de stabilite´ de´pend de la position
de la bille et du crite`re de stabilite´ choisi. Nous pre´senterons le mode`le dans les
cas bidimensionnels et tridimensionnels.
5.2 Pre´sentation du mode`le a` deux dimensions
Dans cette partie, nous pre´sentons le mode`le de stabilite´ dans le cas a` deux
dimensions. Le plan rugueux est alors constitue´ d’une se´rie de billes, l’espacement
entre deux billes est calcule´ a` partir de la compacite´ moyenne de la ligne rugueuse.
Cette mode´lisation du support rugueux a` l’aide d’une valeur moyenne semble
pertinente a` la vue des re´sultats d’une bille coulant sur un support rugueux. En
effet, des simulations nume´riques [15] ont montre´ que la vitesse moyenne de la
bille u¯ coulant sur un plan rugueux non ordonne´ peut eˆtre approxime´e par la
vitesse moyenne d’une bille coulant sur un plan rugueux re´gulie`rement espace´,
tel que les espacements soient e´gaux a` la moyenne des espacements dans le cas
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de´sordonne´ (fig.2.17).
La position de la bille dont on e´tudie la stabilite´ de´pend de son diame`tre.
On peut de´finir tout d’abord le diame`tre dh qui correspond au diame`tre de la
bille touchant deux billes adjacentes du plan et tangente au niveau hstop = 0 (fig
5.3.b). Ce diame`tre dh ve´rifie :
dh =
(λ+ ǫc)
2
4λ
5.2.1 Choix de la bille
Le point fondamental de notre mode`le est que suivant son diame`tre, le choix
de la bille dont on e´tudie la stabilite´ sera diffe´rent.
Pour des diame`tres de billes supe´rieurs a` dh, le choix de la bille est simple : la
bille conside´re´e est tangente aux deux billes du plan, et le sommet de cette bille
est au dessus du niveau hstop = 0 (fig 5.3.a). La chute de cette bille entraˆınera
donc hstop = 0. Mais dans le cas de billes ayant un diame`tre infe´rieur a` dh, les
trous du plan seront remplis de petites billes. La position exacte de la bille dont
on e´tudie la stabilite´ n’est pas connue, car elle de´pend de l’empilement des billes
dans les trous du plan. Nous ne pouvons pas de´terminer la re´partition exacte des
billes dans les trous du plan. Cependant, la position de la bille la plus stable, qui
imposera lors de sa chute hstop = 0, est bien de´finie : c’est la bille tangente a` une
bille du plan et tangente au niveau hstop = 0 (fig 5.3.c). En effet, toute bille situe´e
plus haut sera plus instable, toute bille situe´e plus bas n’entraˆıne pas hstop 6= 0.
Le choix de la bille dont on e´tudie la stabilite´ e´tant maintenant clairement de´fini
dans toutes les configurations, on s’inte´resse alors au crite`re de stabilite´.
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Fig. 5.3 – Bille choisie et crite`re de stabilite´ dans les diffe´rents cas : (a) d > dh ;
(b) d = dh et (c) d < dh. La ligne pointille´e repre´sente le niveau hstop = 0. La
stabilite´ de la bille est maximum pour d = dh. Repre´sentation pour un angle
d’inclinaison θ=0.
5.2.2 Crite`re de stabilite´
La bille conside´re´e est soumise a` deux forces, son poids ~P et la force de contact
~R entre la bille conside´re´e et la bille du plan. La direction de ~R de´pend de l’angle
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d’inclinaison θ du plan et du rapport de taille entre les deux billes. L’angle entre
les deux forces ~P et ~R est note´ φ (angle non oriente´). L’angle θ2 est l’angle pour
lequel la bille conside´re´e, initialement au repos, est instable. Le crite`re de stabilite´
de la bille conside´re´e est e´quivalent a` un crite`re sur φ. Si φ = 0, la bille conside´re´e
est instable, si φ > 0 la bille est stable. Il est a` noter que la valeur de l’angle θ2
est lie´e a` la valeur de l’angle φ. En effet, si on incline le plan d’un angle θ, le
poids est toujours vertical et dirige´ vers le bas. Le vecteur repre´sentant la force
de contact entre la bille conside´re´e et la bille du plan va tourner d’un angle θ. La
condition pour laquelle la bille est instable, φ = 0, correspond au cas ou` l’angle
d’inclinaison du plan est e´gal a` θ2. On en de´duit que l’angle θ2 est e´gal a` l’angle
φ pris dans le cas ou` θ = 0.
Avec ce crite`re de stabilite´ et le crite`re de choix de la dernie`re bille qui tombe
pre´ce´demment de´crit, l’angle de stabilite´ est maximum pour la bille dont le centre
est le plus bas, c’est a` dire pour la bille de diame`tre dh, avec :
dh =
(λ+ ǫc)
2
4λ
On voit que le maximum de friction, aussi de´crit par un maximum de l’angle θ2,
correspond a` un maximum de l’angle de stabilite´ : il est donc duˆ a` des raisons
purement ge´ome´triques.
5.3 Pre´sentation du mode`le a` trois dimensions
Dans cette partie, nous pre´sentons le mode`le de stabilite´ dans le cas a` trois
dimensions. Le plan rugueux est alors mode´lise´ comme dans le chapitre 3 : le
plan est ordonne´ selon un re´seau triangulaire (figure 5.4), l’espacement ǫc entre
les billes du plan est de´termine´ a` partir de la compacite´ C du plan. On peut
comme dans la partie pre´ce´dente de´finir deux diame`tres.
– le diame`tre dh correspondant a` la bille tangente aux trois billes du plan
et au niveau hstop = 0 (fig 5.4), ce diame`tre est e´quivalent au diame`tre dh
de´fini pre´ce´demment a` deux dimensions, mais la valeur de ce diame`tre est
diffe´rente en deux dimensions et en trois dimensions. dh ve´rifie la relation :
dh =
(λ+ ǫc)
2
3λ
=
π
6C
√
3
λ
– le diame`tre maximum de la bille qui passe entre les trois billes du plan (fig
5.4). Ce diame`tre dm est de´fini par :
dm =
2(λ+ ǫc)√
3
− λ
Avec les compacite´s de nos plans, le calcul donne les relations suivantes dh < λ
et dm < dh
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5.3.1 Choix de la bille
Comme dans le cas a` deux dimensions, le choix de la bille dont on e´tudie la
stabilite´ de´pend de son diame`tre d.
Pour des diame`tres de bille supe´rieurs a` dh, le choix de la bille est facilement
de´fini. La bille conside´re´e est tangente aux trois billes du plan, et est au dessus
du niveau hstop = 0 : on retrouve la meˆme configuration que dans le cas a` deux
dimensions (fig. 5.5(a)).
Pour des diame`tres de bille infe´rieurs a` dh, il peut y avoir remplissage ale´atoire
ou non des trous du plans. Cependant la limite, pour laquelle le remplissage
des trous est ale´atoire, n’est pas clairement de´finie. Pour des diame`tres de billes
grands tels que d < dh, on ne peut pas conside´rer qu’il y ait un re´el remplissage
ale´atoire des trous : en effet, le trou entre les trois billes colle´es sur le plan peut
contenir suivant le diame`tre des billes seulement 2 a` 5 billes. Dans ce cas, la
bille dont on e´tudie la stabilite´ est tangente a` deux billes du plan et au niveau
hstop = 0 (fig. 5.5(b)). Ce cas est alors similaire au cas d < dh dans le mode`le a`
deux dimensions.
Cependant pour des billes ayant un diame`tre d tre`s infe´rieur a` dm, les petites
billes remplissent sous forme d’un empilement ale´atoire les trous entre les billes
colle´es sur le plan. A cause du remplissage des trous du plan, nous ne connaissons
pas la position de la bille la plus stable qui de´passe le niveau hstop = 0 : cette bille
peut eˆtre tangente a` une des billes colle´es du plan, ou eˆtre pose´e sur l’empilement
ale´atoire de petites billes. On peut calculer la stabilite´ d’une petite bille qui touche
une grande (calcul analogue au cas pre´sente´ en figure 5.5(b) tant que d > ǫc) et la
stabilite´ d’une petite bille sur l’empilement des petites situe´es dans les trous du
plan (fig. 5.5(c)) Ce dernier calcul va eˆtre expose´ juste apre`s. θ2 sera le maximum
de ces deux angles de stabilite´ puisqu’il entraˆınera la chute de la bille qui e´tait
dans la configuration la plus stable.
La bille choisie est alors une bille pose´e sur un empilement ale´atoire compact
de petites billes. Pour cette raison, on s’attend a` ce que l’angle de stabilite´ ne
varie pas avec la taille des petites billes. La bille choisie est donc tangente a` trois
petites billes dont on ne connaˆıt pas la position et tangente au niveau hstop = 0.
La position des trois billes, constituant le “support” pour la bille dont on e´tudie
la stabilite´, a e´te´ choisie selon un re´seau triangulaire. De plus, l’hypothe`se que les
sommets des trois petites billes sont situe´s sur un plan paralle`le au plan rugueux
a e´te´ faite pour le calcul pre´sente´ plus tard. Cette hypothe`se introduit une erreur
dans nos calculs mais est faite faute de pouvoir mode´liser l’ensemble des positions
des petites billes “support”. Dans nos calculs, la compacite´ entre les petites billes
du “support” a e´te´ choisie e´gale a` Cp =0,57 : cette compacite´ est inde´pendante du
diame`tre des billes tant que l’hypothe`se de remplissage ale´atoire est ve´rifie´e, c’est-
a`-dire pour d << dm. Ceci de´termine l’espacement entre les billes constituant le
“support” et donc leur position suivant la verticale puisqu’on suppose que la bille
instable pose´e sur elles sera juste tangente a` hstop = 0. Cette mode´lisation, certes
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hstop = 0
Fig. 5.4 – Repre´sentation du plan rugueux (re´seau triangulaire d’espacement ǫc),
dm est le diame`tre maximal de la bille qui peut eˆtre place´e entre les trois billes
du plan rugueux. La direction (1) correspond a` une bille qui passe entre deux
billes du plan, la direction (2) a` une bille qui passe au dessus d’une des billes du
plan. dh est le diame`tre de la bille tangente aux trois billes du plan et au niveau
hstop = 0
(a) (b) (c)
Fig. 5.5 – Le choix de la bille en 3D : (a) d > dh tangente aux trois billes du plan
et au-dessus de hstop = 0, (b) d < dh tangente a` deux billes du plan et tangente au
niveau hstop = 0, (c) tangente a` trois petites billes et tangente au niveau hstop = 0
peu repre´sentative de la re´alite´, entraˆıne sur le calcul de l’angle de stabilite´ des
erreurs importantes. Cependant, le re´sultat important semble eˆtre que cet angle
de stabilite´ est constant quand d → 0, meˆme si la valeur de la constante est
difficilement calculable.
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5.3.2 Crite`re de stabilite´
Le crite`re de stabilite´ est le meˆme que celui pre´sente´ dans le mode`le a` deux
dimensions. Cependant quelques modifications restent a` faire.
Inte´ressons nous au cas ou` la bille conside´re´e est tangente a` deux ou trois
billes du plan (fig. 5.5). Selon la trajectoire suivie par la bille(fig. 5.4), on peut
de´finir une plage d’angles de stabilite´. En effet, l’angle de stabilite´ de´pend de la
trajectoire de la bille lorsqu’elle quitte sa position stable. Le plus petit angle de
stabilite´ est obtenu pour la bille passant dans l’espace entre les billes du plan (fig
5.4, direction 1), le plus grand est obtenu pour la bille qui passe au-dessus d’une
des billes colle´es sur le plan (figure 5.4, direction 2). Le choix de la trajectoire
est impose´ par la direction de la plus grande pente. Sur le plan, comme toutes
les configurations existent, on peut imaginer qu’il y aura au moins une bille telle
que la trajectoire suivie soit la direction (2). Ce serait la bille la plus stable et
donc la dernie`re bille a` tomber. Mais en pratique, l’expe´rience [53] montre que
la bille en mouvement contourne la bille colle´e du plan plutoˆt que de passer
par-dessus. Il nous semble donc plus judicieux de calculer la stabilite´ d’une bille
selon la trajectoire (1).
Le crite`re de stabilite´ est lui aussi modifie´. Dans cette configuration, il existe
deux forces de contact ~R1 et ~R2 et le poids de la petite bille ~P . Soit φ l’angle
entre les deux forces ~P et
∑ ~Ri. Si φ=0, la bille conside´re´e est instable, si φ > 0,
la bille est stable.
5.3.3 Calculs de l’angle de stabilite´
Pour les calculs de l’angle de stabilite´, on se place dans un repe`re orthonorme´
d’origine le centre d’une des billes du plan. Les coordonne´es des centres des trois
billes du plan sont :
A =
0
0
0
B =
λ+ ǫc
0
0
C =
λ+ǫc
2
(λ+ ǫc)
√
3
2
0
Dans le cas ou` d ≥ dh, les coordonne´es du centre de la bille D dont on e´tudie
la stabilite´, sont telles que la bille est tangente aux trois billes du plan (fig.
5.5(a)) :
D =
λ+ǫc
2
λ+ǫc
2
√
3√
(λ+d)2
4
− (λ+ǫc)2
3
64 Mode`le de stabilite´ d’une bille sur le plan
Dans cette configuration, l’angle θ2 est de´fini par :
θ2 = arccos


√√√√ (λ+d)24 − (λ+ǫc)23
(λ+d)2
4
− (λ+ǫc)2
4

 (5.2)
Ce calcul montre que l’angle θ2 diminue lorsque le diame`tre d de la bille augmente.
On retrouve ici les meˆmes re´sultats que ceux obtenus dans le cas d’une seule bille
coulant sur un plan incline´ [53].
Dans le cas ou` d < dh, la bille dont nous e´tudions la stabilite´ est tangente aux
deux billes du plan et tangente au niveau hstop = 0 (fig. 5.5(b)). La position du
centre de cette bille est de´finie par : D =
λ+ǫc
2√
λd− (λ+ǫc)2
4
λ−d
2
L’angle de stabilite´ θ2 de cette bille est alors de´fini par :
θ2 = arccos

 λ−d2√
λd− (λ+ǫc)2
4
+
(
λ−d
2
)2


Ce calcul montre que l’angle de stabilite´ θ2 augmente avec le diame`tre d de la
bille.
Dans le cas ou` d << dm, on conside`re que les billes sont suffisamment petites
pour pouvoir remplir les trous du plan. On a donc un empilement ale´atoire de
billes de taille d dans les interstices du plan. La bille, dont on va e´tudier la
stabilite´, repose sur un lit de petites billes de compacite´ Cp qui ont le meˆme
diame`tre qu’elle. Il n’y a plus d’interactions entre les grandes billes colle´es du
plan rugueux et la bille choisie. Les billes, constituant le support pour la bille
choisie, sont suppose´es dans un plan paralle`le au plan rugueux et a` une hauteur
telle que la bille choisie soit tangente au niveau hstop = 0. En se basant sur la
formule 5.2, en posant λ = d, on peut en de´duire l’angle de stabilite´ :
θ2 = arccos


√√√√d2 − (d+ǫp)23
d2 − (d+ǫp)2
4

 (5.3)
avec ǫp l’espacement des petites billes “support”.
Or dans le cas d’un empilement ale´atoire, on a :
ǫp =
(√
π
2Cp
√
3
− 1
)
d
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L’espacement est alors proportionnel au diamtre des billes d. Par ailleurs, le
rapport de taille entre les billes “support” et la bille choisie est toujours e´gal a`
1. L’angle de stabilite´ dans cette configuration est donc constant quelque soit le
diame`tre des petites billes.
En effet, l’e´quation 5.3 s’e´crit :
θ2 = arccos
(
1− π
6Cp
√
3
1− π
8Cp
√
3
)
L’angle de stabilite´ de la bille conside´re´e ne de´pend que de la compacite´ d’un
empilement ale´atoire de billes dans les trous du plan. On peut estimer la com-
pacite´ ale´atoire d’un empilement 3D a` 0,57. On va supposer que l’espacement
entre les billes situe´es a` la surface d’un empilement 3D ale´atoire est le meˆme
que l’espacement de billes dans l’empilement 3D. Il y a probablement une erreur
dans le calcul de cet angle, a` cause de l’hypothe`se de trois billes “support” dans
un plan paralle`le au plan rugueux, mais cette erreur est la meˆme pour tous les
diame`tres d. L’angle de stabilite´ est inde´pendant du diame`tre des billes, tant que
l’hypothe`se de remplissage des trous du plan avec un empilement ale´atoire est
ve´rifie´e.
Par ailleurs, on a calcule´ θ2 dans les cas d < dh et d << dm . On peut se deman-
der quand passer d’un cas a` l’autre. Comme le mode`le de stabilite´ repose sur la
de´termination de l’angle maximum de stabilite´, l’angle de stabilite´ θ2 sera pris
e´gal au maximum des angles de stabilite´ calcule´s dans ces deux configurations.
D’apre`s ces calculs, l’angle de stabilite´ est constant pour des diame`tres de billes
tre`s infe´rieurs a` dm. Pour des diame`tres compris entre dm et dh, l’angle de sta-
bilite´ augmente fortement avec le diame`tre d des billes qui coulent. On prendra
la borne entre les calculs pour les cas d < dh et d << dm a` l’intersection des
courbes (fig. 5.6). Bien qu’on ne puisse pas de´terminer avec pre´cision la valeur
de la constante et donc de l’intersection, on sait qu’elle a lieu a` peu pre`s pour
d = dm car la croissance de θ2 pour d > dh est tre`s forte.
En re´sume´, on a :

d < dm θ2 = arccos
(
1− π
6cp
√
3
1− π
8cp
√
3
)
d ≤ dh θ2 = arccos

 λ−d2
r
λd− (λ+ǫc)
2
4
+(λ−d2 )
2


d ≥ dh θ2 = arccos
(√
(λ+d)2
4
− (λ+ǫc)
2
3
(λ+d)2
4
− (λ+ǫc)2
4
)
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Fig. 5.6 – L’angle de stabilite´ θ2 pre´sente un maximum pour d = dh. Il est
constant pour d < dm. Avec le choix de la compacite´ ale´atoire pour le calcul de la
stabilite´ d’une petite bille sur l’empilement, les courbes se croisent presque pour
d = dm.
On voit que l’angle de stabilite´ est maximum pour d = dh et de´croˆıt avec
le diame`tre d pour d > dh (fig. 5.6). Comme dans le cas a` deux dimensions, le
maximum de l’angle de stabilite´ est duˆ a` une raison purement ge´ome´trique. On
peut montrer que l’e´quation pour θ2 dans le cas ou` d ≥ dh est la meˆme que celle
trouve´e par Riguidel [53].
5.4 Comparaison mode`le-expe´rience
5.4.1 Comportement global
En figures 5.7, 5.9, 5.8, on compare pour chaque plan, les re´sultats
expe´rimentaux, et les re´sultats obtenus par le mode`le.
Le comportement global des re´sultats expe´rimentaux et du mode`le sont les
meˆmes :
– pour d < dm, θ2 est constant
– pour dm < d < dh, l’angle θ2 augmente avec d
– pour d > dh, θ2 de´croˆıt avec d
De plus, l’accord quantitatif est bon. On pre´sente ici deux plans compose´s de billes
de tailles extreˆmes (2 mm et 225 µm) et un compose´ de billes de taille moyenne
(425 µm) par rapport aux billes utilise´es dans nos e´coulements. Les deux plans
extreˆmes permettent d’e´tudier plus pre´cise´ment le cas des petits rapports d/λ
(pour le plan n◦5 λ =2mm) et le cas des grands rapports d/λ (pour le plan
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Fig. 5.7 – θ2 sur le plan n
◦2 en fonction de d. La courbe repre´sente les re´sultats
obtenus par le mode`le avec λ=425µm et C=0,55, le mode´le donne dm = 205 µm,
dh = 234 µm
n◦1 λ=225 µm) tandis que le plan n◦2 (λ=425 µm) permet de mieux cerner le
phe´nome`ne de part et d’autre du maximum.
Trois points sont mis en e´vidence par ces re´sultats :
– On observe un maximum pour θ2 en d = dc. Dans les expe´riences, la plage
de diame`tre e´tudie´e n’est pas continue, ce qui ne permet pas de connaˆıtre
avec pre´cision la valeur du diame`tre dc. Cependant le mode`le donne une
valeur pre´cise du diame`tre pour lequel la friction est maximale, dc = dh.
L’erreur sur la valeur de dc donne´e par les expe´riences est de l’ordre de ±
100 µm. Avec cette barre d’erreur, le maximum est correctement pre´dit par
le mode`le pour les plans n◦2 et n◦5, un peu moins bien pour le plan n◦1.
– Dans le cas d < dh, le diame`tre pour lequel on passe dans la configura-
tion ou` le remplissage des trous forme un empilement ale´atoire est de´fini
par l’intersection des courbes (fig. 5.6). On remarque d’apre`s les calculs,
que la valeur de ce diame`tre est proche de dm. Ce re´sultat montre qu’on
peut supposer qu’il y a remplissage des trous du plan par un empilement
ale´atoire de petites billes si leur diame`tre est infe´rieur a` dm. Pour les petits
diame`tres de billes qui coulent (c’est a` dire pour d < dm), θ2 mesure´ est
constant conforme´ment au mode`le. Mais la valeur du palier donne´e par le
mode`le est sous estime´e par rapport aux valeurs expe´rimentales (fig. 5.8,
5.7). Le crite`re de stabilite´ de´fini pre´ce´demment se re´ve`le impre´cis dans ce
cas. Ceci n’est pas vraiment surprenant. Comme on l’a de´ja mentionne´, la
valeur de l’angle de stabilite´ de´pend de la taille des rugosite´s, mais aussi
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de leur disposition. Dans nos calculs, on a conside´re´ la stabilite´ d’une pe-
tite bille sur un empilement de petites billes. La compacite´ de l’empilement
ale´atoire de petites billes dans les trous du plan a e´te´ choisie e´gale a` 0,57.
Cependant, il apparaˆıt difficile de calculer avec pre´cision l’angle de stabilite´
a` la surface d’un empilement ale´atoire. En effet, le sommet d’un empilement
ale´atoire de petites billes ne peut pas eˆtre mode´lise´ par une monocouche
de billes paralle`le au plan rugueux avec une certaine compacite´ car dans
le cas de l’empilement le sommet de chaque bille “support” ne se trouve
probablement pas a` la meˆme hauteur.
– Pour d > dc, on observe une de´croissance de θ2 (fig.5.7, 5.8, 5.9). Cette
de´croissance est surtout bien visible sur les nombreux points expe´rimentaux
de la figure 5.9. Les re´sultats donne´s par le mode`le sont en tre`s bon accord
avec les re´sultats expe´rimentaux. Ce bon accord est probablement duˆ au
fait que dans le mode`le, la position de la bille dont on e´tudie la stabilite´ est
tre`s bien de´finie, ainsi que le crite`re de sa stabilite´.
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Fig. 5.8 – θ2 sur le plan n
◦5 en fonction du diame`tre d des billes qui coulent, la
courbe repre´sente les re´sultats obtenus par le mode`le avec λ=2000µm et C=0,65,
dm=728 µm, dh=930 µm.
En figure 5.10, les valeurs de dc obtenues pour tous les plans par le mode`le
(c’est-a`-dire dh) sont repre´sente´es en fonction du diame`tre des billes colle´es λ.
On voit que dc donne´ par la formule de dh est proportionnel a` λ pour une meˆme
compacite´ du plan :
dc =
π
6C
√
3
λ
Mais les compacite´s des diffe´rents plans ne sont pas les meˆmes (voir table 3.1),
c’est pourquoi les points ne sont pas aligne´s sur une droite. Cependant les points
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Fig. 5.9 – θ2 sur le plan n
◦1 en fonction du diame`tre d des billes qui coulent, la
courbe repre´sente les re´sultats obtenus par le mode`le avec λ=225µm et C=0,63,
dm=79 µm et dh=103 µm.
expe´rimentaux se situent entre les deux droites de´termine´es pour des compacite´s
de 0,5 et 0,7 ce qui est en accord avec les compacite´s des plans mesure´es. On
remarque, de plus, que les re´sultats sont proches de la droite λ
2
, ce qui correspond
a` une compacite´ de 0,60, valeur moyenne de la compacite´ de tous les plans e´tudie´s.
Si on calcule dc pour chaque plan en utilisant la compacite´ mesure´e, on constate
un tre`s bon accord entre le mode`le et les re´sultats expe´rimentaux.
Par ailleurs, on a fait l’hypothe`se dans le mode`le que seule la valeur moyenne
de la compacite´ e´tait le parame`tre important et non la variabilite´ de la compacite´
autour de cette valeur moyenne. On pourrait cependant s’attendre a` ce que la
valeur maximale de l’espacement (qui donnerait la meilleure stabilite´ de la bille
qui coule) impose la valeur de θ2. Cependant des simulations de dynamique
mole´culaire sur le mouvement d’une seule particule sur un plan incline´ rugueux
[7, 15] ont montre´ que le fait de rajouter du de´sordre n’a pas d’influence sur
le mouvement de la bille quand la valeur moyenne de l’espacement est garde´e
constante.
En conclusion, le mode`le montre qu’il existe un diame`tre dc pour lequel l’angle
de stabilite´ θ2 est maximum, la valeur de ce diame`tre est en tre`s bon accord avec
celui trouve´ expe´rimentalement. Le diame`tre pour lequel la friction est maximum
ne de´pend que de conside´rations ge´ome´triques, c’est-a`-dire la taille des rugosite´s
du plan, et l’espacement entre ces rugosite´s.
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Fig. 5.10 – (•) re´sultats expe´rimentaux ; () re´sultats obtenus a` partir du mode`le
tenant compte des variations de compacite´ d’un plan a` l’autre. Le mode`le pre´dit
avec pre´cision la valeur de dc. Les barres d’erreur pour le mode`le sont dues aux
incertitudes sur les valeurs de C et λ. Pour les re´sultats expe´rimentaux, dc n’est
pas pre´cise´ment connu a` cause des discontinuite´s des valeurs de d. Les barres
d’erreur (axe λ), prenant en compte la gamme de taille des billes colle´es, sont les
meˆmes pour le mode`le et les expe´riences. Les droites repre´sentent les re´sultats
du mode`le en prenant en compte diffe´rentes compacite´s C indique´es sur chaque
droite. A cause des faibles variations de la compacite´ C d’un plan a` l’autre, dc
obtenus sur diffe´rents plans rugueux sont approximativement e´gaux a` λ/2 (ligne
pointille´e). En (b), zoom du graphe (a) pour les petites diame`tres de billes colle´es
(λ)
5.5 Friction
On a montre´ dans cette partie, qu’il existe, pour un plan rugueux donne´, un
diame`tre de billes dc pour lequel la friction basale est maximum. Ce maximum
de friction se traduit par :
– un minimum de la longueur du de´poˆt L,
– un minimum de la vitesse du front u,
– un maximum de l’e´paisseur du de´poˆt hstop,
– un maximum de l’angle de stabilite´ θ2.
Comme on l’a montre´ aussi, en s’inte´ressant aux variations du coefficient de fric-
tion basale µ des e´coulements monodisperses en fonction du parame`tre inertiel I,
pour d = dc, la friction basale est maximum (fig. 4.8). Pour I → 0 la friction ba-
sale est e´gale a` tan θ1 ou` θ1 est l’angle en dessous duquel l’e´coulement stationnaire
uniforme est impossible. Pour I → ∞, la friction basale tend vers l’asymptote
µ(I → ∞) = µ2 = tan θ2, ou` θ2 est l’angle pour lequel aucun de´poˆt ne reste sur
le plan.
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Fig. 5.11 – Coefficient de friction µ2 = tan θ2 en fonction du diame`tre des billes
qui coulent d calcule´ a` partir du mode`le de stabilite´. Le coefficient de friction µ2
est maximum pour d = dc.
On a montre´ dans la partie pre´ce´dente, que pour le plan no2 (λ=425 µm),
les courbes repre´sentant la friction basale en fonction du parame`tre inertiel I se
classent et ne se croisent pas (fig. 5.12). De ce constat, il vient que la connaissance
des limites asymptotiques de la friction basale pour I →∞ permet de connaˆıtre le
classement des courbes de friction en fonction du diame`tre des billes qui coulent d
et de de´terminer ainsi le diame`tre des billes d pour lequel la friction est maximum.
Pour d = dc, θ2 et donc tan θ2 = µ2 pre´sentent un maximum. Le maximum de
friction est donc bien conforme a` la variation de sa limite pour I → ∞. En
conse´quence, le mode`le ge´ome´trique permettant de de´terminer la valeur de l’angle
de stabilite´, c’est-a`-dire de l’angle θ2, permet aussi de donner une information
sur les frictions basales en fonction du diame`tre des billes qui coulent d. Il est
possible, a` partir de ce mode`le, de de´terminer quantitativement les variations de
µ2 = tan θ2 en fonction de d (fig. 5.11).
Le mode`le pre´sente´, permet donc de de´terminer le diame`tre dc pour lequel la
friction est maximum, mais aussi de donner une information quantitative sur la
friction basale des e´coulements granulaires dans la limite ou` le parame`tre inertiel
I →∞.
5.6 Conclusion
Lors d’e´coulements monodisperses sur plans incline´s rugueux, on a mis en
e´vidence l’existence d’un diame`tre de billes pour lequel la friction basale est maxi-
male.
Le maximum de friction se traduit par un minimum de la longueur L du
de´poˆt, un maximum d’e´paisseur hstop, et un minimum de vitesse u. Ce maximum
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Fig. 5.12 – Le coefficient de friction µ augmente avec le parame`tre inertiel I
pour diffe´rents diame`tres d de billes qui coulent : ◦ d=132 µm,  d=225 µm, •
d=275 µm, × d=325 µm, + d=450µm. Le coefficient de friction est maximum
pour d = dc (plan n
o2)
de friction se traduit aussi par un maximum de θ2, θ2 e´tant l’angle minimal
pour lequel hstop = 0. Un mode`le ge´ome´trique de stabilite´ permet de de´terminer
θ2 et donc de manie`re pre´cise (∼ 100 µm d’erreur) la valeur du diame`tre dc
pour laquelle la friction est maximum. Ce diame`tre de´pend tre`s fortement du
diame`tre des billes colle´es sur le plan (de´pendance line´aire), et est inversement
proportionnel a` la compacite´ du plan. Ce mode`le permet e´galement de calculer
la valeur du coefficient de friction quand le parame`tre inertiel I →∞.
L’existence de ce diame`tre dc pour lequel la friction est maximum conduira a`
e´tudier diverses configurations pour les e´coulements bidisperses en fonction des
tailles des billes par rapport au diame`tre dc.
Deuxie`me partie
Ecoulements granulaires
bidisperses
Chapitre 6
E´coulements bidisperses sur
plans incline´s rugueux
Dans la partie pre´ce´dente, on a montre´ que pour un plan rugueux, il existe
un diame`tre de billes dc pour lequel la friction est maximum. Dans cette partie,
on s’inte´resse aux e´coulements bidisperses, c’est-a`-dire a` des me´langes constitue´s
de deux diame`tres de billes. Lors des e´coulements, a` cause de la se´gre´gation,
les grosses billes seront a` la surface de l’e´coulement et les petites billes seront
a` la base de l’e´coulement. De plus, a` cause du gradient de vitesse, les grosses
billes pre´sentes a` la surface de l’e´coulement, ont une vitesse plus grande que
les petites billes. Cette diffe´rence de vitesse, implique que les grosses particules
seront au front et sur les coˆte´s. La disposition sur les coˆte´s de l’e´coulement est
due a` l’e´talement late´ral du front [20]. Plusieurs me´canismes peuvent intervenir
pour modifier le comportement de ces e´coulements : se´gre´gation, modification
de la friction basale, ... La premie`re manifestation de ces modifications est le
changement de morphologie du de´poˆt laisse´ par un e´coulement bidisperse. A`
partir de ces observations, nous avons propose´ diffe´rents me´canismes permettant
d’expliquer les modifications et nous avons particulie`rement de´veloppe´ le roˆle joue´
par les grosses billes (chapitre 7).
6.1 Observations pre´liminaires
On avait vu que dans le cas d’e´coulements granulaires monodisperses, la mor-
phologie des de´poˆts laisse´s par des laˆchers de masse constante est tre`s peu sensible
au diame`tre d des billes qui coulent et a` la rugosite´ relative. Dans tous les cas,
quelque soit l’angle d’inclinaison du plan θ, nous obtenons un de´poˆt en forme
de larme (fig. 6.1(a)), dont la largeur maximale est fixe´e par le diame`tre de la
calotte. Par contre, les premie`res observations des de´poˆts laisse´s par l’e´coulement
d’une masse finie d’un me´lange bidisperse, font apparaˆıtre une plus grande di-
versite´ dans les morphologies des de´poˆts. La se´gre´gation, qui a lieu lors de ces
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e´coulements, a` cause de la diffe´rence de taille des billes pre´sentes dans le me´lange
initial, entraˆınera une re´partition spatiale des billes durant l’e´coulement, ainsi
que sur le de´poˆt final. Ces de´poˆts peuvent eˆtre caracte´rise´s, certes par leur forme,
mais aussi par la disposition sur ce de´poˆt de chaque classe de bille.
6.1.1 Des morphologies varie´es
Diffe´rents me´langes bidisperses ont e´te´ e´tudie´s. Des exemples des diffe´rents
de´poˆts obtenus sont pre´sente´s en figure 6.1. La morphologie des de´poˆts laisse´s par
des e´coulements bidisperses est souvent tre`s diffe´rente de celle des de´poˆts laisse´s
par des e´coulements monodisperses (6.1(a)). Ne´anmoins comme pre´ce´demment,
ces de´poˆts bidisperses sont caracte´rise´s par leur longueur, le profil longitudinal
de la largeur du de´poˆt, le type de billes restant dans le de´poˆt et leur e´paisseur en
tout point. Les morphologies peuvent eˆtre regroupe´es en quatre cate´gories :
– re´tre´cissement rapide du de´poˆt (fig. 6.1 c, e, f, g),
– formation d’un ou plusieurs doigts (fig. 6.1 f, g),
– largeur presque constante du de´poˆt le long du plan (fig. 6.1 b),
– forme identique a` celle obtenue apre`s des e´coulements monodisperses (fig.
6.1 d).
D’autre part, on observe sur tous les de´poˆts une se´paration nette des grosses billes
et des petites billes, due a` la se´gre´gation.
6.1.2 Se´gre´gation : deux conse´quences
Lors des e´coulements bidisperses, la se´gre´gation, due a` une diffe´rence de
diame`tre des deux classes de billes composant le me´lange, est un phe´nome`ne
tre`s rapide. Dans la suite, on supposera que la se´gre´gation est totale, c’est-a`-dire
que les diffe´rentes classes de billes sont totalement se´pare´es et que la se´gre´gation
est instantane´e, c’est-a`-dire que les deux phases sont rapidement se´pare´es. On
suppose, en effet, que l’e´coulement bidisperse peut eˆtre mode´lise´ comme sur la
figure 6.2. Verticalement, on peut distinguer trois zones :
– une zone pure de petites billes de diame`tre dp (c),
– une zone ou` il y a me´lange des petites billes et des grosses billes (b),
– une zone pure de grosses billes de diame`tre dg (a),
Cette hypothe`se de mode´lisation de l’e´coulement bidisperse sera discute´e
dans le chapitre suivant, mais les observations expe´rimentales des e´coulements
bidisperses permettent de supposer que cette hypothe`se est valable. Cependant
l’e´paisseur de la zone ou` il y a coexistence des deux phases, est faible. Il est aussi
a` noter que nous ne nous trouvons jamais dans le cadre de nos expe´riences dans
le cas de se´gre´gation inverse (grosses billes a` la base de l’e´coulement). D’autre
part, pendant l’e´coulement, on observe les grosses particules non seulement a`
la surface, mais e´galement a` la pe´riphe´rie de l’e´coulement (fig.6.3). A cause
de l’e´talement du front a` l’avant, les grosses particules se retrouvent sur les
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Fig. 6.1 – Morphologie des de´poˆts laisse´s par : (a) un e´coulement monodisperse ;
des e´coulements bidisperses : (b) la largeur du de´poˆt semble peu varier le long du
de´poˆt, (c) re´tre´cissement de la largeur du de´poˆt, (d) se´paration des deux classes
de billes, (e) arreˆt tre`s rapide de l’e´coulement et se´paration des deux classes de
billes tre`s nette, (f) formation d’un doigt, (g) formation de deux doigts. Selon la
taille des billes et le pourcentage de grosses billes pre´sentes dans le me´lange, la
morphologie des de´poˆts laisse´s par des e´coulements bidisperses est d’une grande
diversite´.
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Fig. 6.2 – Mode´lisation de l’e´coulement granulaire bidisperse : on distingue trois
zones, une zone pure compose´e de petites billes a` la base de l’e´coulement (c), une
zone ou` les deux tailles de billes sont me´lange´es (b), et une zone pure en grosses
billes (a)(a` la surface libre de l’e´coulement).
pe´riphe´rie
Fig. 6.3 – Mode´lisation de l’e´coulement granulaire bidisperse : les grosses billes
se trouvent a` la pe´riphe´rie (sur les coˆte´s et au front) de l’e´coulement
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coˆte´s du front, puis avec l’avance´e du front dans les zones statiques sur les
coˆte´s de l’e´coulement. Lors de l’arreˆt de l’e´coulement, on observe la couche de
grosses particules qui se propage sur les petites, formant un front arrie`re (limite
amont de la couche de grosses billes) souvent bien de´fini. On s’inte´ressera a` sa
vitesse lors des expe´riences. Cette re´partition des grosses billes (a` la surface de
l’e´coulement et a` la pe´riphe´rie) pendant la propagation de l’e´coulement permet
de conside´rer deux effets dans le cadre de la se´gre´gation.
Le premier effet est un “effet de ligne” : les grosses billes, se trouvant a` la
pe´riphe´rie de l’e´coulement (sur les coˆte´s et au front), auront une influence sur la
forme du de´poˆt laisse´ par un e´coulement bidisperse. Cet effet de ligne de´pendra
tre`s fortement des frictions respectives de chaque classe de billes sur le plan
rugueux.
Le second phe´nome`ne est quant a` lui un “effet d’interfaces”. Cet effet com-
prend l’interaction des petites billes avec le plan rugueux, et l’interaction des
grosses billes avec les petites billes en e´coulement.
La combinaison de ces deux effets lors des e´coulements bidisperses va conduire
a` des comportements des me´langes bidisperses tre`s diffe´rents.
Afin de comprendre comment ces effets peuvent modifier l’e´coulement, nous
conside´rons diffe´rentes configurations de me´lange qui prennent en compte :
– la position de dp par rapport a` dc qui fixera la rugosite´ basale de l’e´coulement
puisque les petites particules sont a` la base de l’e´coulement,
– la comparaison entre les frictions µ2,p et µ2,g des petites et grosses billes sur
le plan, qui conditionneront e´ventuellement un effet de ligne (a` la pe´riphe´rie
de l’e´coulement).
Le parame`tre µ2 permet de donner un cadre a` nos re´sultats. µ2 est de´fini comme
la limite de µ(I) quand I → ∞ (partie I). Il est possible a` partir du mode`le
de stabilite´ pre´sente´ dans la partie I, de de´terminer les valeurs the´oriques de la
friction basale µ2. La friction basale est e´gale a` µ2 = tan θ2 dont on connaˆıt la
courbe en fonction de d (fig. 6.4).
On a montre´ dans la partie pre´ce´dente que pour des e´coulements monodis-
perses, les courbes de friction basale µ(I) se classent, et ne se croisent pas. La
connaissance des valeurs limites µ2 et le classement de ces valeurs limites permet
de de´terminer, quel que soit le parame`tre inertiel I, le classement des courbes de
friction µ(I). Cela implique que si µ2,g < µ2,p (resp. µ2,g > µ2,p), alors quel que
soit I, µg(I) < µp(I) (resp. µg(I) > µp(I)) : la friction basale des grosses billes
sur le plan rugueux est infe´rieure (resp. supe´rieure) a` celle des petites billes sur
le plan rugueux. Dans la suite, on ne parlera qu’en termes de µ2.
Dans cette optique, les diffe´rentes configurations de me´lange sont les suivantes
(fig. 6.4) :
– dp > dc, dans ce cas la friction des grosses billes µ2,g est toujours infe´rieure
a` la friction des petites billes µ2,p ;
– dp < dc :
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Fig. 6.4 – Friction µ2 (avec µ2 = limI→∞ µ(I)) en fonction du diame`tre d des
billes qui coulent. Cette courbe est obtenue a` partir du mode`le de stabilite´ de´crit
dans la partie I. La zone hachure´e correspond aux diame`tres des grosses billes
donnant les configurations de me´lange suivantes : (a) µ2,g > µ2,p ; (b) µ2,g < µ2,p,
(c) si dp > dc, alors µ2,g < µ2,p, quelle que soit la valeur de dg. Le point (•)
repre´sente la valeur de dp choisie.
– soit µ2,g < µ2,p,
– soit µ2,g > µ2,p.
selon la valeur du diame`tre des grosses billes dg.
Nous avons alors balaye´ toutes ces configurations de me´langes possibles (fig. 6.4).
Pour ces trois cas, la fraction des deux types de bille dans le me´lange
intervient e´galement dans la de´termination de la morphologie du de´poˆt.
6.2 Configuration expe´rimentale
6.2.1 Syste`me expe´rimental
Les expe´riences pre´sente´es dans la suite ont e´te´ re´alise´es sur le plan n◦4, sur
lequel les billes colle´es ont un diame`tre de 1,4 mm, et dont la compacite´ est de 0,56.
L’e´tude des e´coulements monodisperses sur ce plan, ont permis de de´terminer le
diame`tre dc pour lequel la friction est maximale (fig. 6.5). On trouve dc=755 µm.
Pour l’e´tude des trois cas de´finis pre´ce´demment, les billes utilise´es seront dans
le cas ou` :
– dp < dc et µ2,p < µ2,g : pour dp=327 ; 450 ; 550 µm et dg=550 ; 670 ; 755
µm,
– dp < dc et µ2,p > µ2,g : pour dp=327 ; 450 µm et dg=925 ; 1125 ; 1325 ; 1750 ;
1850 ; 2150 ; 2925 µm,
– dp > dc : pour dp=1125 µm et dg=1325 µm.
Les diffe´rentes expe´riences re´alise´es pour l’e´tude des e´coulements bidisperses
sont les meˆmes que celles e´tudie´es dans le cas monodisperse :
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Fig. 6.5 – Mesure de longueur L et d’e´paisseur hstop du de´poˆt pour des
e´coulements monodisperses sur le plan n◦4 pour diffe´rents angles d’inclinaison
θ : (•) θ=25◦ ; () θ=27 ◦. La friction basale (µ2 = tan θ2) est maximum pour
d = dc=755 µm.
– laˆcher d’une masse constante de mate´riau granulaire,
– e´coulement du mate´riau granulaire bidisperse a` flux constant (15 g/s).
Pour ces expe´riences, l’homoge´ne´ite´ du me´lange initial semble eˆtre un parame`tre
important. Cependant, a` cause des effets de se´gre´gation, il est difficile de faire un
me´lange homoge`ne. Deux me´thodes ont e´te´ utilise´es pour re´aliser des me´langes
“homoge`nes” : la premie`re consiste a` “touiller” le me´lange de billes afin d’avoir
un me´lange le plus homoge`ne possible. L’homoge´ne´ite´ du me´lange est visible
du fait des diffe´rentes couleurs des billes utilise´es. La seconde me´thode consiste
a` remplir la calotte de strates en alternant chaque classe de billes. L’e´paisseur
de ces strates est d’environ 1,5 mm ce qui repre´sente approximativement 1 a` 4
tailles de billes suivant les billes utilise´es. Il est alors possible dans la calotte de
re´aliser une quinzaine de strates. Nous discuterons, par la suite, de l’importance
de l’homoge´ne´ite´ du me´lange bidisperse pre´sent dans la calotte pour les re´sultats
expe´rimentaux obtenus. Les me´langes, pour les expe´riences faites en imposant
un flux constant, qui seront de´taille´s uniquement dans le chapitre 7 sont obtenus
par me´lange des deux classes de billes, et non par stratification. Pour toutes les
expe´riences, les grandeurs caracte´ristiques de ces e´coulements sont les suivantes :
– la vitesse du front avant u,
– la vitesse du front arrie`re des grosses billes ug.
Les caracte´ristiques du de´poˆt sont les suivantes :
– l’e´paisseur du de´poˆt total hstop,
– la longueur du de´poˆt L,
– le profil longitudinal de largeur W (x).
Pour e´tudier ces e´coulements bidisperses, il faut de´finir un e´tat de re´fe´rence.
6.2.2 E´tat de re´fe´rence
Afin de quantifier les modifications de morphologie d’un e´coulement bidisperse
par rapport a` un e´coulement monodisperse, il est ne´cessaire de de´finir un e´tat de
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Fig. 6.6 – Sche´matisation de l’e´tat de re´fe´rence pour les e´coulements bidisperses :
il n’y a pas d’interaction entre les deux classes de billes composant le me´lange
bidisperse.
re´fe´rence. Les diffe´rents e´tats de re´fe´rence que l’on peut conside´rer, pourraient
eˆtre des e´coulements monodisperses de billes de diame`tre dp ou dg. Or, comme
dans les expe´riences, un des parame`tres importants est la fraction massique des
billes pre´sentes dans le me´lange, il apparaˆıt qu’un e´tat mixte semble le meilleur
e´tat de re´fe´rence. Cet e´tat est base´ sur l’hypothe`se que la se´gre´gation e´tant totale
et les grosses billes e´tant pre´sentes en surface, les deux types de bille se de´posent
successivement sur le plan (fig. 6.6). Alors le de´poˆt est constitue´ de deux de´poˆts
successifs, le premier constitue´ uniquement de petites billes, et le second constitue´
uniquement de grosses billes. Cette hypothe`se permet de de´terminer la longueur
totale du de´poˆt a` partir des longueurs d’e´coulements monodisperses de chaque
espe`ce. Cette hypothe`se consiste en fait a` supposer qu’il n’y a pas d’interaction
entre les deux classes de billes composant le me´lange : ce qui se traduit, d’une
part, par le fait que l’e´paisseur du de´poˆt est, dans la zone ou` il n’y a que des petites
billes, e´gale a` hstop,p (c’est-a`-dire hstop d’un e´coulement monodisperse de petites
billes), et dans la zone ou` il n’y a que des grosses billes, e´gale a` hstop,g (c’est-a`-dire
hstop d’un e´coulement monodisperse de grosses billes) et, d’autre part, par le fait
que la largeur maximale du de´poˆt est e´gale a` la largeur maximale de l’e´coulement
monodisperse.
La loi de me´lange s’e´crit alors pour les e´coulements bidisperses sous la forme :
L =
%g
100
Lg +
(
1− %g
100
)
Lp (6.1)
ou`
– L est la longueur mode´lise´e de l’e´coulement bidisperse,
– Lp (resp. Lg) est la longueur d’un e´coulement monodisperse constitue´ de
petites (resp. grosses) billes,
– %g repre´sente le pourcentage massique de grosses billes pre´sentes dans le
me´lange.
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Cette loi de me´lange repre´sente le cas ou` il n’y a pas d’interaction entre les deux
classes de billes.
L’e´tat de re´fe´rence est donc tel que l’e´paisseur hstop de chaque classe de
billes n’est pas affecte´e par la pre´sence de l’autre classe de bille, que le profil de
largeur n’est pas modifie´ et que la longueur suit la loi de me´lange propose´e par
l’e´quation 6.1.
6.3 Diffe´rents re´gimes
Dans cette partie, nous pre´sentons quelques re´sultats caracte´ristiques des
de´poˆts obtenus apre`s des e´coulements bidisperses d’une masse constante de
me´lange granulaire. La morphologie des de´poˆts pre´sentant une grande diver-
site´ par rapport aux de´poˆts monodisperses, notre attention se portera parti-
culie`rement sur la longueur du de´poˆt bidisperse L, l’e´volution longitudinale de la
largeur W (x) et l’e´paisseur hstop.
Pour les trois diffe´rentes configurations,
– dp < dc et µ2,g > µ2,p,
– dp < dc et µ2,g < µ2,p,
– dp > dc.
nous de´crirons, pour un pourcentage fixe´ de grosses billes, la forme du de´poˆt. La
dynamique de ces e´coulements a e´galement e´te´ observe´e, du fait de l’existence
de deux fronts : le front avant de l’e´coulement (qui est parfois confondu avec le
front avant des petites billes), et le front arrie`re de grosses billes s’e´coulant sur
les petites billes lors de l’arreˆt de l’e´coulement. Finalement, on s’inte´ressera aux
e´volutions de ces diffe´rentes morphologies en fonction du pourcentage massique
de grosses billes %g et des diame`tres dp et dg.
6.3.1 dp < dc et µ2,g > µ2,p
description du de´poˆt
Le de´poˆt laisse´ par l’e´coulement bidisperse semble eˆtre confine´ (fig. 6.7). On
observe une diminution brutale de la largeur par rapport a` un de´poˆt obtenu
dans le cas monodisperse. Il y a formation d’un doigt de largeur a` peu pre`s
constante. Dans cette expe´rience, les petites billes se trouvent au centre du de´poˆt
et au centre du doigt, les grosses billes sont a` la pe´riphe´rie du de´poˆt. On peut,
de plus, distinguer sur la figure 6.7 que quelques grosses billes restent sur le
de´poˆt de petites. L’e´paisseur du de´poˆt hstop dans la zone centrale est constante
le long du de´poˆt (fig. 6.8 (a)). Si on s’inte´resse aux variations de l’e´paisseur
perpendiculairement a` l’e´coulement, on constate que l’on peut de´finir deux zones.
La zone centrale, constitue´e de petites billes et de quelques grosses billes a une
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Fig. 6.7 – Les grosses billes (blanches) sont a` la pe´riphe´rie du de´poˆt, les petites
billes (grises) sont au centre. La largeur du de´poˆt diminue rapidement, et on
observe la formation d’un doigt de largeur constante (dp=327 µm, dg=755 µm,
%g= 40 et θ=25◦).
e´paisseur a` peu pre`s constante. De part et d’autre de cette zone centrale, on
observe des “leve´es”. L’e´paisseur de ces “leve´es” est beaucoup plus importante
que l’e´paisseur du de´poˆt dans la zone centrale (fig. 6.8 (b)). Si on s’inte´resse a` ces
profils d’e´paisseur pris perpendiculairement a` l’e´coulement (suivant y), le long
du de´poˆt (suivant x), le meˆme profil d’e´paisseur constitue´ des deux zones est
observe´. Par ailleurs, la largeur maximale du de´poˆt Wmax est la meˆme que celle
pour des e´coulements monodisperses. L’angle d’inclinaison du plan est pris e´gal
a` 25 ◦ dans cette se´rie d’expe´riences.
dynamique
Dans ces expe´riences, on s’est inte´resse´ a` la dynamique de ces e´coulements.
On remarque pour ces expe´riences, que les vitesses du front avant, et du front
arrie`re de grosses billes ne sont pas constantes au cours du temps (fig. 6.9).
e´volution avec %g
Les re´sultats pre´ce´dents sont de´duits des observations faites pour un me´lange
bidisperse, le pourcentage de grosses billes e´tant constant et e´gal a` 40 %. En
figure 6.10, sont pre´sente´s les diffe´rents de´poˆts obtenus pour des pourcentages
massiques de grosses billes variant de 0 a` 90 %. On remarque dans toutes les
expe´riences que la morphologie du de´poˆt est diffe´rente de celle d’un de´poˆt laisse´
par un e´coulement monodisperse. Dans toutes ces expe´riences, on observe une
diminution rapide de la largeur. On remarque que la disposition des billes sur le
de´poˆt est la meˆme que dans le cas pre´ce´demment de´veloppe´ : les petites billes
sont au centre du de´poˆt, les grosses se trouvant principalement a` la pe´riphe´rie.
Cependant on distingue quelques grosses billes sur le de´poˆt de petites billes. La
formation d’un doigt n’apparaˆıt pas pour tous les pourcentages de grosses billes.
On remarque d’apre`s la figure 6.10 que le doigt se forme pour des pourcentages
de grosses billes compris entre 30% et 70%. Pour des pourcentages plus faibles de
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Fig. 6.8 – (a) l’e´paisseur du de´poˆt est constante le long du de´poˆt (direction
x). (b) l’e´paisseur du de´poˆt, perpendiculairement a` la direction de l’e´coulement
(direction y), est constante dans la partie centrale du de´poˆt, mais pre´sente de part
et d’autre de cette partie centrale, une e´paisseur plus importante : les “leve´es”,
(c) e´paisseurs du de´poˆt dans le “doigt” pour diffe´rentes abscisses : l’e´paisseur
des leve´es est a` peu pre`s constante, l’e´paisseur dans la zone centrale augmente
le´ge`rement a` l’approche du front, (d) profil de largeur du de´poˆt W (x), le doigt
(pour x > 50 cm) est de largeur constante (dp=327 µm, dg=755 µm, %g= 40 et
θ=25◦).
x
temps
Fig. 6.9 – Diagramme spatio-temporel obtenu lors d’un e´coulement bidisperse
tel que dp < dc et µ2,g > µ2,p. Les vitesses (du front avant et du front arrie`re de
grosses billes) ne sont pas constantes au cours du temps (dp=327 µm, dg=755
µm, %g= 40 et θ=25◦).
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grosses billes, on ne distingue pas beaucoup de grosses billes au front du de´poˆt
ainsi que sur les coˆte´s. Pour des pourcentages plus e´leve´s, on constate que les
grosses billes sont accumule´es au front du de´poˆt.
On peut s’inte´resser aussi aux longueurs des de´poˆts pour un me´lange bidis-
perse en fonction du pourcentage de grosses billes. La longueur des de´poˆts obtenus
apre`s des e´coulements bidisperses est, quel que soit le pourcentage massique des
grosses billes pre´sentes dans le me´lange, supe´rieure a` la longueur donne´e par la
loi de me´lange (e´tat de re´fe´rence) (fig. 6.11). On peut remarquer sur ces courbes
une zone (pour des pourcentages compris entre 30 et 70 %) ou` les longueurs sont
tre`s importantes, cette zone correspond aux expe´riences ou` il y a formation de
doigt. L’e´paisseur du de´poˆt dans la zone constitue´e de petites billes diminue avec
le pourcentage de grosses billes %g dans le me´lange initial (fig. 6.11). L’augmen-
tation de la longueur du de´poˆt est donc corre´le´e a` la diminution de l’e´paisseur
de la couche de petites billes par rapport au cas monodisperse et a` la diminution
brutale de la largeur.
e´volution avec dg et dp
On a montre´ dans ce qui pre´ce´de que pour cette configuration, la longueur du
de´poˆt, quel que soit le pourcentage de grosses billes, est supe´rieure a` la longueur
obtenue a` partir de la loi de me´lange. Ce re´sultat a e´te´ obtenu pour un me´lange
donne´ de tailles de billes. Les meˆmes expe´riences de laˆcher d’une masse constante
de mate´riau granulaire bidisperse ont e´te´ re´alise´es en changeant le diame`tre des
classes de billes en gardant dp < dc et µ2,p < µ2,g (fig. 6.12 et 6.13). On remarque
dans toutes ces expe´riences, que les meˆmes conclusions sont valables. Cepen-
dant dans le cas d’un me´lange constitue´ de billes ayant des diame`tres proches
(dp =327µm et dg=450µm), l’e´paisseur hstop du de´poˆt est supe´rieure a` l’e´paisseur
hstop,p (ou` hstop,p est l’e´paisseur du de´poˆt laisse´ par un e´coulement monodisperse
de petites billes). Ceci s’explique par le fait que les grosses billes sont pie´ge´es dans
le de´poˆt de petites. D’apre`s les longueurs des de´poˆts en fonction des diffe´rents
me´langes e´tudie´s, on constate qu’il existe pour un pourcentage donne´, un maxi-
mum de la longueur du de´poˆt par rapport a` la loi de me´lange. Ce maximum est
plus important quand le diame`tre des grosses billes est proche de dc (fig. 6.12).
Si on s’inte´resse aux variations des longueurs dans le cas ou` le diame`tre
des grosses billes dg est constant (fig. 6.13), on remarque que les longueurs des
de´poˆts sont les plus importantes dans le cas ou` le diame`tre des petites billes est
le plus faible. La meˆme conclusion est valable pour les e´paisseurs ; en effet les
e´paisseurs du de´poˆt hstop sont d’autant plus faibles que le diame`tre des petites
billes dp est faible. Pour une meˆme friction a` la pe´riphe´rie, et probablement
un meˆme effet de confinement, on observe dans ce cas l’effet d’un plus grand
rapport dg/dp. On remarque, de plus, que dans le cas ou` les petites billes ont des
diame`tres supe´rieurs ou e´gaux a` 450 µm (fig. 6.13) que l’e´paisseur du de´poˆt hstop
est plus importante que l’e´paisseur du de´poˆt monodisperse de petites billes. Ce
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Fig. 6.10 – De´poˆts obtenus dans le cas ou` dp < dc et µ2,g > µ2,p avec dp=327µm,
dg=755µm θ=25
◦. La largeur du de´poˆt diminue rapidement. La formation d’un
doigt a lieu pour des pourcentages compris entre 30% et 70%. Pour des pourcen-
tages plus faibles de grosses billes, tre`s peu de grosses billes sont pre´sentes a` la
pe´riphe´rie du de´poˆt. Pour des pourcentages plus e´leve´s de grosses billes, il y a
une accumulation de grosses billes au front du de´poˆt.
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Fig. 6.11 – (a) la longueur du de´poˆt bidisperse est supe´rieure a` la longueur
obtenue a` partir de la loi de me´lange quel que soit le pourcentage massique de
grosses billes. (b) l’e´paisseur du de´poˆt diminue avec le pourcentage massique
de grosses billes %g (• : e´paisseur du de´poˆt dans la zone du de´poˆt uniquement
constitue´e de petites billes, ◦ : e´paisseur totale du de´poˆt, me´lange de petites billes
et de grosses billes) (dp=327µm, dg=755µm, θ=25
◦).
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Fig. 6.12 – (a) Longueur L et (b) e´paisseur hstop des de´poˆts pour dp constant
e´gal a` 327 µm et µ2,g > µ2,p avec : ◦ dg=450 µm ;  dg=550 µm ; ♦ dg=670 µm ;
• dg=755 µm ; × dg=925 µm. Les longueurs sont supe´rieures, quel que soit le
pourcentage de grosses billes aux longueurs de´finies par chaque loi de me´lange.
L’e´paisseur hstop du de´poˆt diminue avec le pourcentage de grosses billes. Il est
a` noter que pour dg=450 µm, l’e´paisseur hstop du de´poˆt est supe´rieure a` hstop,p
(hstop pour %g=0), cela s’explique par le fait que beaucoup de grosses billes de
diame`tre dg sont pie´ge´es dans le de´poˆt de petites billes.
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Fig. 6.13 – Longueur (a) et e´paisseur (b) du de´poˆt avec dg = dc=755 µm et dp :
(◦) 327 µm ; () 450 µm ; (♦) 550 µm. La longueur est d’autant plus importante
que le diame`tre dp est petit. L’e´paisseur du de´poˆt hstop est d’autant plus faible
que le diame`tre dp est petit.
re´sultat s’explique par le fait que beaucoup de grosses billes restent a` la surface
libre du de´poˆt, la mesure de l’e´paisseur hstop prenant en compte la pre´sence de
ces grosses billes.
En conclusion, pour dp < dc et µ2,p < µ2,g, on observe :
– une augmentation de la longueur L du de´poˆt par rapport a` la longueur
obtenue a` partir de la loi de me´lange,
– une diminution de l’e´paisseur hstop,p de la couche de petites billes (quand
elle est mesurable) par rapport au cas monodisperse,
– une diminution brutale de la largeurW , cette diminution pouvant entraˆıner
une des deux possibilite´s suivantes :
– la formation d’un doigt de largeur constante,
– l’arreˆt tre`s rapide de l’e´coulement.
Ces phe´nome`nes sont amplifie´s pour dg proche de dc. De plus, le rapport des
diame`tres dg/dp joue e´galement un roˆle important sur la dynamique de ces
e´coulements : un fort rapport dg/dp accentue la diminution de hstop et l’augmen-
tation de L. Bien suˆr, ces observations sur les longueurs de de´poˆts, les e´paisseurs
et le profil longitudinal de largeur sont lie´es. On interpre`te l’augmentation de la
longueur du de´poˆt L par une diminution de la largeur W et de l’e´paisseur hstop.
6.3.2 dp < dc et µ2,p > µ2,g
Cette condition implique que la friction basale µ2,g des grosses billes est
infe´rieure a` la friction basale µ2,p des petites billes. De cette condition sur les
frictions basales de chaque classe de billes, on en de´duit qu’il existe une plage
d’angles d’inclinaison du plan θ tels que les grosses billes ne sont pas stables sur
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le plan (θ > θ2,g), alors que les petites billes sont stables (θ < θ2,p). Dans la suite,
l’angle d’inclinaison du plan a e´te´ choisi tel que les grosses billes ne restent pas
sur le plan (θ=25◦).
description du de´poˆt
Dans cette configuration, le de´poˆt, laisse´ par un e´coulement bidisperse, est
constitue´ uniquement de petites billes, les grosses billes n’e´tant pas stables sur
le plan. Il arrive toutefois que quelques grosses billes restent sur le de´poˆt de pe-
tites. La morphologie du de´poˆt est diffe´rente de celle des de´poˆts obtenus dans
le cas monodisperse. On remarque qu’il existe une largeur maximale Wmax, ce-
pendant, la diminution de largeur le long du de´poˆt est tre`s lente par rapport au
cas monodisperse (fig. 6.14). L’e´paisseur du de´poˆt constitue´ uniquement de pe-
tites billes est constante le long du de´poˆt (fig. 6.15). Si on s’inte´resse aux profils
d’e´paisseur perpendiculairement a` l’e´coulement, on constate que l’e´paisseur est
constante dans la zone centrale du de´poˆt.
Fig. 6.14 – La largeur du de´poˆt varie peu le long du de´poˆt, la diminution de
largeur est tre`s lente compare´e au cas monodisperse, (dp=327 µm, dg=2925 µm,
%g=20, θ=25◦).
dynamique
Si on s’inte´resse a` la dynamique de ces e´coulements granulaires, on constate
que la vitesse du front avant n’est pas constante au cours du temps. Comme les
grosses billes ne restent pas au front de l’e´coulement, cette vitesse est la vitesse
du front avant de l’e´coulement de petites billes. Cependant, la vitesse du front
arrie`re de grosses billes est constante au cours du temps (fig. 6.16). Pour cette
configuration (dp < dc et µ2,g < µ2,p), nous nous inte´resserons plus en de´tail a` la
dynamique dans le chapitre 7, qui concerne des e´coulements stationnaires.
e´volution avec %g
En figure 6.17, sont pre´sente´s les diffe´rents de´poˆts obtenus, pour des pourcen-
tages massiques de grosses billes variant de 0 a` 90 %. On remarque dans toutes les
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Fig. 6.15 – (a) l’e´paisseur du de´poˆt est constante le long du de´poˆt (direction x),
l’e´paisseur du de´poˆt, perpendiculairement a` la direction de l’e´coulement (selon
y), est e´galement presque constante (dp=327 µm, dg=2925 µm, %g=20, θ=25
◦).
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Fig. 6.16 – Diagramme spatio-temporel : la vitesse du front arrie`re de la mono-
couche de grosses billes (mate´rialise´e par la ligne blanche) est constante au cours
du temps (dp=327 µm, dg=2925 µm, %g=20, θ=25
◦).
92 E´coulements bidisperses sur plans incline´s rugueux
expe´riences que la morphologie du de´poˆt est diffe´rente de celle d’un de´poˆt laisse´
par un e´coulement monodisperse. Dans toutes ces expe´riences, on observe une di-
minution lente de la largeur. De plus, quelque soit le pourcentage de grosses billes,
le de´poˆt est constitue´ uniquement de petites billes. On remarque cependant, que
pour des pourcentages e´leve´s (c’est-a`-dire supe´rieurs a` 80 %), le de´poˆt de petites
billes sur le plan est diffus. En effet, pour des pourcentages tre`s e´leve´s de grosses
billes, l’e´coulement bidisperse n’a pas le temps de s’e´tablir avec une se´gre´gation
totale : les petites billes coince´es entre les grosses billes vont se de´poser le long du
plan dans les trous du plan. On ne distingue pas de forme nette du de´poˆt dans
ces expe´riences. Les mesures d’e´paisseur pour ces expe´riences sont de´licates et on
trouve des e´paisseurs proches de 0.
On peut s’inte´resser aussi aux longueurs des de´poˆts pour un me´lange bidis-
perse en fonction du pourcentage de grosses billes. La longueur des de´poˆts obtenus
apre`s des e´coulements bidisperses est, quel que soit le pourcentage massique des
grosses billes pre´sentes dans le me´lange, supe´rieure a` la longueur donne´e par la
loi de me´lange (e´tat de re´fe´rence) (fig. 6.18). L’e´paisseur hstop du de´poˆt, constitue´
uniquement de petites billes (hstop,p), diminue avec le pourcentage de grosses
billes %g (fig. 6.18). La diminution rapide de l’e´paisseur pour des pourcentages
%g supe´rieurs a` 80%, s’explique par le fait que le de´poˆt n’est pas clairement de´fini
pour ces expe´riences, comme le montre les photos en figure 6.17. Dans toutes ces
expe´riences, le de´poˆt est uniquement constitue´ de petites billes.
L’augmentation de la longueur du de´poˆt par rapport a` la loi de me´lange,
dans le cas ou` dp < dc et µ2,p > µ2,g, peut donc eˆtre relie´e a` la diminution de
l’e´paisseur de la couche de petites hstop,p. Cependant une augmentation de la
largeur par rapport au cas monodisperse devrait entraˆıner une diminution de la
longueur. On conclut que, dans ce cas, les variations d’e´paisseur hstop,p dans le
cas bidisperse par rapport au cas monodisperse l’emportent sur les variations
d’augmentation de la largeur entre le cas bidisperse et le cas monodisperse.
e´volution avec dg
Les meˆmes expe´riences de laˆcher d’une masse constante de mate´riau granulaire
ont e´te´ faites en changeant les diame`tres des billes constituant chaque classe
pre´sente dans le me´lange. On remarque que dans toutes les configurations, telles
que dp < dc et µ2,p > µ2,g, les longueurs des de´poˆts sont supe´rieures aux longueurs
obtenues a` partir de la loi de me´lange quel que soit le pourcentage massique de
grosses billes (fig. 6.19). Il existe un pourcentage de grosses billes pour lequel la
longueur du de´poˆt est maximum. D’apre`s ces re´sultats, la longueur maximum
varie avec le diame`tre des grosses billes dg et semble pre´senter un maximum pour
un diame`tre de grosses billes dg =1750 µm.
L’augmentation de la longueur est corre´le´e a` une diminution de l’e´paisseur
hstop du de´poˆt constitue´ uniquement de petites billes.
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Fig. 6.17 – De´poˆts obtenus dans le cas ou` dp < dc et µ2,g < µ2,p avec dp=327µm,
dg=2925 µm, θ=25
◦. Le de´poˆt est uniquement constitue´ de petites billes. La
diminution de la largeur est tre`s lente le long du de´poˆt.
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Fig. 6.18 – (a) La longueur L du de´poˆt bidisperse est supe´rieure a` la longueur ob-
tenue a` partir de la loi de me´lange quelque soit le pourcentage massique de grosses
billes. (b) L’e´paisseur hstop du de´poˆt, constitue´ uniquement de petites billes, di-
minue avec le pourcentage massique de grosses billes (dp =327µm, dg=2925 µm,
θ =25◦).
En conclusion, pour dp < dc et µ2,p > µ2,g, on observe :
– une augmentation de la longueur L du de´poˆt par rapport a` la longueur
obtenue a` partir de la loi de me´lange,
– une diminution de l’e´paisseur hstop,p de la couche de petites billes par rap-
port au cas monodisperse,
– une variation lente de la largeur W le long du de´poˆt.
Le fait que la longueur du de´poˆt dans le cas bidisperse soit plus importante
que la longueur obtenue a` partir de la loi de me´lange montre que les variations
d’e´paisseur entre le cas monodisperse et le cas bidisperse sont plus importantes
que les variations de la surface totale du de´poˆt lie´es a` une augmentation de la
largeur par rapport au cas monodisperse.
6.3.3 dc < dp < dg
Dans cette configuration, les diame`tres des deux classes de billes sont
supe´rieurs a` dc, la friction des grosses billes µ2,g est donc infe´rieure a` la friction
des petites billes µ2,p c’est-a`-dire µ2,g < µ2,p.
description du de´poˆt
Dans cette configuration, le de´poˆt laisse´ par un e´coulement bidisperse est
constitue´ des deux classes de billes, les petites billes se trouvant a` la base du
de´poˆt, les grosses billes a` la surface. L’angle d’inclinaison du plan θ est plus
faible que dans les expe´riences pre´ce´dentes (θ=19◦) : en effet, pour le meˆme angle
d’inclinaison que dans les expe´riences pre´ce´dentes (25 ◦), il ne reste pas de de´poˆt
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Fig. 6.19 – (a) Longueurs et (b) e´paisseurs des de´poˆts avec dp=327 µm et dg : (◦)
1125 µm ; () 1325 µm ; (♦) 1750 µm ; (×) 2150 µm et (△) 2925 µm. Les lon-
gueurs des de´poˆts L sont supe´rieures aux longueurs de´duites de la loi de me´lange
(e´tat de re´fe´rence). Les e´paisseurs hstop du de´poˆt diminuent avec le pourcentage
massique de grosses billes
Fig. 6.20 – Le de´poˆt est constitue´ des deux classes de billes, les grosses billes
e´tant a` la surface libre (dp=1125 µm, dg=1325 µm, %g=40 et θ=19
◦).
car l’angle (25◦) est supe´rieur aux angles θ2 de chaque classe de billes. Cependant,
quelques grosses billes continuent leur mouvement une fois arrive´es au front et
ne restent pas sur le plan, ce qui implique que le de´poˆt n’est pas bien de´fini au
front (fig. 6.20).
dynamique
Pour ces e´coulements, la vitesse du front avant n’est pas constante au cours
du temps, il n’existe pas de front arrie`re des grosses billes coulant sur les petites
billes.
e´volution avec %g
Les re´sultats pre´ce´dents sont de´duits des observations faites pour un me´lange
bidisperse, le pourcentage de grosses billes e´tant e´gal a` %g = 40. Pour des pour-
centages de grosses billes diffe´rents, on remarque dans toutes les expe´riences que
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la morphologie du de´poˆt est diffe´rente par rapport au cas d’un de´poˆt laisse´ par
un e´coulement monodisperse. Quel que soit le pourcentage de grosses billes, le
de´poˆt est constitue´ des deux classes de billes superpose´es, les grosses billes sont
pie´ge´es sur le de´poˆt de petites billes, et elles sont aussi pre´sentes au front. Il est a`
noter que quelques grosses billes ne participent pas au de´poˆt, car elles ne restent
pas sur le plan : c’est pourquoi le de´poˆt n’est pas bien de´fini au front. L’e´volution
avec le pourcentage massique de grosses billes n’est pas repre´sente´e ici car les
photos de ces de´poˆts ne sont pas tre`s visibles.
On peut s’inte´resser aux longueurs des de´poˆts pour un me´lange bidisperse
en fonction du pourcentage de grosses billes. La longueur des de´poˆts obtenus
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Fig. 6.21 – La longueur du de´poˆt bidisperse est infe´rieure a` la longueur obtenue a`
partir de la loi de me´lange quelque soit le pourcentage massique de grosses billes.
apre`s des e´coulements bidisperses est, quel que soit le pourcentage massique des
grosses billes pre´sentes dans le me´lange, infe´rieure a` la longueur donne´e par la
loi de me´lange (e´tat de re´fe´rence). Comme on l’a vu, le de´poˆt est constitue´ des
deux classes de billes, le front de l’e´coulement n’est constitue´ que des grosses
billes. Le fait que ces grosses billes ne participent pas au de´poˆt, implique que la
longueur du de´poˆt mesure´e est sous-estime´e par rapport a` la longueur qu’aurait
le de´poˆt si toutes les billes restaient sur le plan. Cependant, le pourcentage de
grosses billes qui ne restent pas sur le plan est de l’ordre de 10 % de la masse
de la calotte, cette perte ne permet pas d’expliquer le fait que la longueur des
de´poˆts soit infe´rieure a` la loi de me´lange. Cette perte entraˆıne une diminution
de la longueur de 10 % de la longueur des grosses billes en monodisperse, soit
environ 6cm. Meˆme une fois corrige´es de cet effet, les longueurs (fig. 6.21) restent
bien en dessous de la droite de me´lange. La diminution de longueur vient du fait
qu’une certaine quantite´ de grosses billes est pie´ge´e sur le de´poˆt de petites billes.
Le pie´geage des grosses billes entraˆıne alors une augmentation de l’e´paisseur du
de´poˆt hstop (fig. 6.21).
En conclusion, pour dc < dp, on observe une diminution de la longueur L du
de´poˆt par rapport a` la longueur obtenue a` partir de la loi de me´lange.
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La diminution de la longueur du de´poˆt L est due au pie´geage des grosses billes
sur le de´poˆt de petites billes.
6.3.4 Conclusion
Trois re´gimes, de´termine´s a` partir des positions relatives des diame`tres de
chaque classe de billes par rapport au diame`tre dc et donc des frictions relatives
de chaque classe de billes sur le plan, ont e´te´ pre´sente´s (re´capitulatif en fig. 6.22).
Cette e´tude montre que les e´coulements bidisperses sont re´gis par deux classes
de me´canismes diffe´rents :
– un effet de “ligne” duˆ a` la pre´sence ou non de grosses billes “frottantes” a`
la pe´riphe´rie de l’e´coulement ;
– deux effets d’“interfaces” dus a` l’interaction des petites billes avec le plan
rugueux d’une part, et a` l’interaction des petites billes avec les grosses billes
a` l’interface entre les deux couches de l’e´coulement d’autre part.
Ces deux me´canismes sont pre´sente´s par la suite pour les trois re´gimes.
6.4 Me´canismes
En supposant que la se´gre´gation est totale et instantane´e, les e´coulements
bidisperses peuvent eˆtre repre´sente´s de manie`re sche´matique comme sur la figure
6.23. Ces e´coulements bidisperses seront controˆle´s par les diffe´rentes interactions :
– interaction des petites billes avec le plan rugueux,
– interaction des petites billes avec les grosses billes,
– interaction des grosses billes avec le plan rugueux.
Ces diffe´rentes interactions peuvent eˆtre regroupe´es en deux effets. Tout d’abord
un effet de ligne qui comprendra les interactions des grosses billes avec le plan
rugueux sur le contour de l’e´coulement. Ensuite, les effets d’interfaces qui pren-
dront en compte les interactions des petites billes avec le plan rugueux, et les
interactions des petites billes avec les grosses billes au niveau de l’interface entre
les deux couches. Les effets de ligne ont une forte influence sur la morphologie
du de´poˆt. Les effets d’interface, quant a` eux, auront surtout une influence sur
l’e´paisseur totale du de´poˆt hstop.
6.4.1 Effet de ligne
Les effets de ligne, comme on l’a vu, prennent en compte les interactions des
grosses billes avec le plan rugueux, au front et sur les coˆte´s, soit a` la pe´riphe´rie
de l’e´coulement. Ces effets de ligne peuvent eˆtre interpre´te´s en s’inte´ressant
aux frictions basales µ2,p (respectivement µ2,g) pour les petites (respectivement
grosses) billes sur le plan.
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Fig. 6.22 – Trois re´gimes observe´s pour les e´coulements bidisperses. Ces re´gimes
de´pendent du diame`tre des petites billes dp par rapport a` dc et des frictions
basales des deux classes de billes (µ2,p, µ2,g) composant le me´lange
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θ
effets de ligneeffets d’interfaces
Fig. 6.23 – Repre´sentation des e´coulements bidisperses sur plan incline´ rugueux,
en supposant que la se´gre´gation est totale et instantane´e.
– Si µ2,g > µ2,p, la friction basale des grosses billes est supe´rieure a`
la friction basale des petites billes. Les grosses billes se trouvant a` la
pe´riphe´rie de l’e´coulement vont freiner et confiner l’e´coulement. La largeur
de l’e´coulement diminuera alors plus rapidement pour ce me´lange bidis-
perse que dans le cas monodisperse. Une des explications de ce me´canisme,
appele´ par la suite confinement de l’e´coulement, peut eˆtre repre´sente´e de
manie`re sche´matique (fig. 6.24). Les grosses billes peuvent cre´er une sorte
de barrie`re au front de l’e´coulement. La barrie`re freine l’e´coulement dans
sa progression vers le bas, mais aussi freine l’e´talement du front empeˆchant
l’e´coulement de s’e´tablir avec la largeur qu’il aurait si l’e´coulement e´tait
monodisperse. Cette barrie`re peut ou non ce´der a` cause de l’e´coulement
de petites et grosses billes en amont. Les conditions pour lesquelles, cette
barrie`re constitue´e de grosses billes se casse n’ont pas e´te´ mode´lise´es. Cepen-
dant, on remarque que si la barrie`re ne ce`de pas (fig. 6.24 a), l’e´coulement
s’arreˆtera tre`s rapidement (fig. 6.1 e). Dans le cas ou` la barrie`re ce`de (fig.
6.24 b), la largeur de l’e´coulement diminue brutalement, et le de´poˆt est
compose´ d’un ou plusieurs doigts de largeur constante (fig. 6.1 f, g). La
diminution de la largeur de l’e´coulement (et donc du de´poˆt) entraˆınera une
augmentation de la longueur totale du de´poˆt.
– Si µ2,g < µ2,p, la friction basale des grosses billes est infe´rieure a` la friction
basale des petites billes. Cette configuration existe dans les cas suivants :
– dp < dc et µ2,g < µ2,p
– dc < dp < dg
Les grosses billes se trouvant a` la pe´riphe´rie de l’e´coulement n’auront pas
d’influence sur la morphologie du de´poˆt. Dans ce cas, le de´poˆt n’est plus
confine´, les morphologies des de´poˆts bidisperses devraient eˆtre comparables
a` celles des de´poˆts laisse´s par des e´coulements monodisperses de petites
billes, si l’effet de “ligne” e´tait le seul effet re´gissant les e´coulements granu-
laires bidisperses.
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Fig. 6.24 – Lors d’un e´coulement bidisperse, les grosses billes sont a` la surface de
l’e´coulement, les petites billes a` la base. Si µ2,g > µ2,p, les grosses billes cre´ent une
barrie`re a` l’avant de l’e´coulement. Au final, deux comportements sont possibles :
(a) l’e´coulement s’arreˆte, (b) la barrie`re se casse, les petites billes s’e´coulent sur
une largeur constante plus petite, il y a formation de doigts.
Confinement
On a montre´ que les effets de ligne influent sur la morphologie du de´poˆt.
Ces effets peuvent eˆtre quantifie´s a` partir des profils de largeur des diffe´rents
de´poˆts bidisperses. Les profils de largeur selon x ont e´te´ de´termine´s pour diffe´rents
e´coulements. En figure 6.25, ils sont repre´sente´s pour diffe´rents me´langes, le pour-
centage massique de grosses billes e´tant constant, e´gal a` %g=50. On constate tout
d’abord que le profil de largeur dans la zone croissante de largeur, est le meˆme
pour tous les me´langes et que le maximum de largeur est lui aussi inde´pendant
des me´langes. Cela s’explique par le fait que la largeur maximum est impose´e
par le diame`tre de la calotte. On peut comparer ces profils de largeur avec ce-
lui d’un de´poˆt monodisperse constitue´ de petites billes (courbe noire). Dans la
zone de´croissante de largeur, si la pente de la courbe de largeur est plus impor-
tante (en valeur absolue) dans le cas bidisperse que dans le cas monodisperse,
on peut conside´rer que le de´poˆt bidisperse est confine´ par rapport au de´poˆt mo-
nodisperse. Les re´sultats, pre´sente´s en figure 6.25, sont obtenus pour diffe´rents
diame`tres de grosses billes. On constate que pour des diame`tres de grosses billes
tels que µ2,g > µ2,p (c’est-a`-dire dg =670 µm et dg=755µm), la pente de la courbe
de largeur est plus importante que celle obtenue dans le cas de de´poˆt monodis-
perse, le de´poˆt est donc confine´. Il apparaˆıt, de plus, que pour des diame`tres
de grosses billes proches de dc, l’efficacite´ du confinement est plus importante.
Pour des diame`tres de grosses billes, tel que µ2,g < µ2,p, la pente de la courbe
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Fig. 6.25 – Profil de largeur en fonction de la distance le long du plan (θ=25◦)
avec (a) dp=327 µm et diffe´rents dg : ◦ dg=670 µm, • dg=755 µm,  dg=1125
µm, ♦ dg=1325 µm, × dg=1750 µm, + dg=2150 µm ; (b) dp=450 µm et diffe´rents
dg : ◦ dg=670 µm, • dg=755 µm, × dg=1750 µm,  dg=1850 µm, + dg=2150
µm, ♦ dg=3150 µm. La courbe noire repre´sente le profil de largeur pour des
de´poˆts monodisperses. Le pourcentage de grosses billes est dans tous les cas e´gal
a` %g = 50. Le confinement des e´coulements est de´termine´ a` partir de la de´rive´e
seconde du profil de largeur prise au maximum de la largeur. La pre´sence d’un
point d’inflexion sur certaines de ces courbes est caracte´ristique de la rupture du
barrage et de la formation d’un doigt de largeur presque constante.
de largeur est moins importante dans le cas bidisperse que dans le cas mono-
disperse : l’e´coulement bidisperse n’est pas confine´ par rapport a` l’e´coulement
monodisperse.
A partir des profils de largeur, on montre donc que le confinement de
l’e´coulement, et donc du de´poˆt, a lieu pour des diame`tres tels que µ2,g > µ2,p.
L’efficacite´ du confinement est d’autant plus importante que le diame`tre des
grosses billes est proche de dc. Les meˆmes expe´riences ont e´te´ re´alise´es en
changeant le diame`tre des petites billes (dp=450 µm au lieu de dp=327 µm) (fig.
6.25 (b)), les meˆmes conclusions restent valables.
Cette re´duction de largeur brutale dans les de´poˆts bidisperses par rapport
a` celle des de´poˆts obtenus apre`s des e´coulements monodisperses peut eˆtre mise
en e´vidence quantitativement en s’inte´ressant a` la valeur de la de´rive´e seconde
W ′′(x) du profil de largeur calcule´e au maximum de largeur W ′′bi,max. Cette quan-
tite´ repre´sente en effet l’inverse du rayon de courbure de W (x) au maximum de
largeur. Elle peut eˆtre compare´e a` la de´rive´e seconde du profil de largeur pour un
de´poˆt monodisperse de petites billes W ′′mono,max. Le rapport W
′′
bi,max/W
′′
mono,max
semble eˆtre le parame`tre permettant de quantifier les effets de confinement.
Les diffe´rents profils de largeur sont pre´sente´s en figure 6.25. Si l’e´coulement
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Fig. 6.26 – Le rapport W ′′bi,max/W
′′
mono,max, caracte´ristique du confinement, en
fonction du pourcentage massique de grosses billes pour diffe´rents me´langes (a)
dp=327 µm et diffe´rents dg : ◦ dg=670 µm, • dg=755 µm,  dg=1125 µm, ♦
dg=1325 µm, × dg=1750 µm, + dg=2150 µm ; (b) dp=450 µm et diffe´rents dg :
◦ dg=670 µm, • dg=755 µm, × dg=1750 µm,  dg=1850 µm, + dg=2150 µm,
♦ dg=3150 µm. Les courbes e´tant classe´es, le confinement est le plus important
pour des diame`tres de grosses billes, proches de dc.
est confine´ par rapport a` l’e´coulement monodisperse constitue´ de petites billes,
W ′′bi,max < W
′′
mono,max < 0, c’est a` dire que le rapport W
′′
bi,max/W
′′
mono,max sera
supe´rieur a` 1. Dans le cas d’un e´coulement non confine´ par rapport a` l’e´coulement
monodisperse, le rapport W ′′bi,max/W
′′
mono,max sera infe´rieur a` 1. Ce parame`tre, ca-
racte´ristique du confinement, a e´te´ e´tudie´ pour diffe´rents me´langes en fonction du
pourcentage massique de grosses billes (fig. 6.26). Les fluctuations des rapports
W ′′bi,max/W
′′
mono,max sont tre`s importantes : ceci est duˆ aux fluctuations naturelles
de la largeur entraˆınant une erreur tre`s importante sur la de´rive´e seconde de ce
profil. Ne´anmoins, on remarque (fig. 6.26) que le confinement du de´poˆt semble
apparaˆıtre pour dg=755 µm et parfois pour dg=670 µm, c’est-a`-dire, lorsque le
diame`tre des grosses billes est tel que µ2,g > µ2,p. De plus, les courbes pour dg=670
µm et dg=755 µm se classent approximativement, l’efficacite´ du confinement est
d’autant plus grande que le diame`tre des grosses billes est proche de dc.
A partir des re´sultats pre´sente´s en figure 6.25, on peut aussi de´finir un crite`re
pour lequel il y a formation d’un doigt de largeur constante. En effet, si les courbes
de largeur pre´sentent un point d’inflexion (W ′′(x) = 0), cela implique qu’il y a
formation d’un doigt. De plus, la largeur de ce doigt est constante si la courbe
pre´sente un palier (W = cte).
Par ailleurs, dans le cas du confinement, l’homoge´ne´ite´ du me´lange a une
tre`s forte influence sur la morphologie du de´poˆt. Des expe´riences ont e´te´ faites
en faisant s’e´couler sur le plan, une masse constante de mate´riau granulaire. Le
me´lange bidisperse peut eˆtre stratifie´ ou juste me´lange´ a` la main dans la calotte.
Le me´lange a` la main est beaucoup moins homoge`ne que le me´lange stratifie´.
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Avec ces expe´riences, on remarque que :
– si le me´lange initial est stratifie´, la reproductibilite´ des expe´riences est
bonne, la digitation de l’e´coulement apparaˆıt pour les meˆmes conditions
expe´rimentales, les longueurs et les e´paisseurs des de´poˆts sont reproduc-
tibles
– si le me´lange initial n’est pas homoge`ne, on observe des comportements
diffe´rents suivant l’homoge´ne´ite´ du me´lange, en particulier la formation d’un
doigt devient ale´atoire si les conditions expe´rimentales sont telles qu’on se
place en limite de condition de rupture de “barrage”.
Cela peut s’expliquer par le fait que dans un me´lange stratifie´, la re´partition spa-
tiale des billes dans la calotte est la meˆme pour toutes les expe´riences faites. Dans
le cas de me´langes faits a` la main, la re´partition spatiale des billes dans la calotte
varie d’une expe´rience a` l’autre. Il est aise´ de comprendre que la morphologie
du de´poˆt sera modifie´e s’il y a une accumulation de grosses billes a` un endroit
particulier dans la calotte et donc dans l’e´coulement.
Cependant, malgre´ ces limitations, il apparaˆıt clairement que le confinement
est d’autant plus efficace que la friction des grosses billes sur le plan est grande,
c’est-a`-dire que les grosses billes ont un diame`tre proche de dc.
En conclusion, les effets de ligne, impliquant un confinement de l’e´coulement
bidisperse, sont pre´sents dans les configurations ou` dp < dg et µ2,g > µ2,p. Dans ces
configurations, l’augmentation de longueur du de´poˆt bidisperse par rapport aux
longueurs obtenues a` partir de la loi de me´lange, est due en partie a` la diminution
brutale de la largeur des e´coulements bidisperses par rapport aux e´coulements
monodisperses.
6.4.2 Effet d’interfaces
Les effets d’interfaces sont :
– les interactions des petites billes avec le fond rugueux (e´tudie´e en partie I),
– les interactions des petites billes et des grosses billes.
Comme on l’a de´ja vu, l’interaction des petites billes avec le plan rugueux fait
intervenir la rugosite´ relative de la surface du plan, soit les diame`tres dp et dc,
c’est-a`-dire dp, λ et C. De la meˆme manie`re, l’effet d’interfaces entre les petites
et les grosses billes va faire intervenir une sorte de rugosite´ d’interface donc le
diame`tre des petites billes dp compare´ au diame`tre des grosses billes dg en contact
et peut eˆtre e´galement les compacite´s des couches de petites billes, et de grosses
billes. D’autre part, ces interactions rugueuses n’ont plus lieu sur des billes colle´es
impossible a` mettre en mouvement, mais sur des billes mobiles. On voit que va
intervenir le rapport de masse entre petites et grosses billes dans la possibilite´
que les unes poussent les autres. Au total, les parame`tres de cet effet d’interface
entre petites et grosses billes sont le rapport de diame`tre dg/dp qui intervient
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dans la rugosite´ d’interface et dans le rapport de masse, et les compacite´s des
deux couches de billes.
Dans la suite, nous nous inte´ressons a` la combinaison de ces interactions selon
les valeurs de ces parame`tres.
Interaction des petites billes et des grosses billes
Lors des e´coulements de mate´riau bidisperse, les grosses billes e´tant a` la sur-
face libre de l’e´coulement, il existe des interactions entre les petites billes et les
grosses billes en e´coulement. L’effet des petites billes peut eˆtre de retenir et pie´ger
les grosses dans le de´poˆt. Re´ciproquement, les grandes peuvent pousser les pe-
tites. Cet entraˆınement peut eˆtre quantifie´ en s’inte´ressant aux e´paisseurs hstop,bi
du de´poˆt laisse´ par un e´coulement bidisperse, par rapport aux e´paisseurs hstop,mono
du de´poˆt apre`s un e´coulement monodisperse de petites billes. Si on regarde les
re´sultats expe´rimentaux pre´sente´s en partie 6.3, l’e´paisseur du de´poˆt de petites
billes est infe´rieure dans le cas bidisperse par rapport au cas monodisperse (fig.
6.19). Cette interaction des petites billes et des grosses billes a pour effet une
diminution de l’e´paisseur de la couche de petites billes. Ces interactions seront
qualifie´es dans la suite de me´canisme d’entraˆınement et seront de´veloppe´es dans
le chapitre suivant. Par ailleurs, cette interaction se complique quand la pre´sence
du fond rugueux se fait sentir sur la couche de grosses billes en e´coulement.
Influence sur les grosses billes de l’interaction des petites billes avec le
fond rugueux
Lors des e´coulements granulaires bidisperses, les petites billes sont a` la base
de l’e´coulement. L’interaction des petites billes avec le plan rugueux peut avoir
une influence sur les grosses billes coulant sur les petites billes. Pour comprendre
cet effet, on fait l’hypothe`se que les grosses billes coulent sur un plan fictif forme´
des petites billes en e´coulement. Nous nous inte´ressons au pie´geage des grosses
particules sur le lit de petites particules dans le de´poˆt. Nous aborderons dans un
premier temps l’influence d’une couche e´paisse de petites billes sur les grosses
billes. Dans un second temps, nous nous inte´resserons a` l’influence d’une couche
mince de petites billes sur les grosses billes.
– Couche e´paisse : L’e´paisseur de la couche de petites billes est suppose´e
tre`s grande. Les hypothe`ses suivantes ont e´te´ faites :
– le plan “fictif” est suppose´ re´agir comme un plan rugueux fixe
– la compacite´ de ce plan “fictif” est inde´pendante du diame`tre des pe-
tites billes, donne´e par l’hypothe`se d’une compacite´ ale´atoire laˆche dans
l’e´coulement
Les grosses billes coulent donc sur un plan “fictif” constitue´ de petites
billes dont l’espacement est donne´ par la compacite´ de l’e´coulement de
petites billes. Sur ce plan “fictif”, on peut de´finir un angle θ2 maximal de
6.4 Me´canismes 105
stabilite´ pour une grosse bille, comme cela a e´te´ fait pour le plan rugueux
dans la partie I. D’apre`s les re´sultats obtenus en partie I, il est possible de
de´terminer les variations de l’angle θ2 en fonction du diame`tre des grosses
billes. Cet angle θ2 e´tant l’angle pour lequel les grosses billes ne restent
pas sur le plan “fictif” constitue´ de petites billes, on pourra donc relier cet
angle au pie´geage des grosses billes sur le de´poˆt de petites.
Pour un plan donne´, le diame`tre dc pour lequel la friction est maximale est
obtenu a` partir des caracte´ristiques du plan, avec la formule :
dc =
π
6C
√
3
λ
avec dans notre configuration de plan fictif, λ = dp et C est la compacite´
du plan fictif forme´ par les petites billes de diame`tre dp. La compacite´
de ce plan est estime´e a` 0,57. Cette valeur est incertaine, mais on peut
de´duire de manie`re certaine que dc < dp car on sait que pour des compacite´s
comprises entre 0,3 et 0,9, le diame`tre dc est infe´rieur au diame`tre des billes
du plan. Les variations de l’angle θ2 des grosses billes, coulant sur le plan
“fictif” constitue´ de petites billes, sont repre´sente´es sche´matiquement en
figure 6.27. D’apre`s cette mode´lisation, quel que soit le diame`tre des petites
billes dp, il existe une plage de diame`tres de grosses billes pour laquelle les
grosses billes seront pie´ge´es sur le plan constitue´ de petites billes. Cette
plage de diame`tre de´pend du diame`tre dp des petites billes et de l’angle
d’inclinaison du plan choisi pour les expe´riences θplan. Comme on suppose
que la compacite´ de la dernie`re couche de l’empilement de petites billes
est inde´pendante du diame`tre des petites billes dp, les courbes de θ2 ne
sont fonction que du rapport dg/dp. Ce re´sultat implique que la plage de
diame`tres pour laquelle il y a pie´geage des grosses particules sur le lit de
petites billes est inde´pendante de dg/dp.
– Couche mince : Dans nos expe´riences, la couche de petites billes a` la base
de l’e´coulement est souvent mince (h/dp < 10). Dans cette configuration,
on supposera toujours que le plan “fictif” constitue´ des billes de diame`tre
dp re´agit comme un plan fixe. L’influence sur les grosses billes de la rugosite´
du plan re´el au travers de la couche de petites billes de´pendra de la position
du diame`tre des petites billes dp par rapport a` dc du plan rugueux re´el.
– dp << dc : dans ce cas, comme on l’a montre´ dans la partie I, les petites
billes peuvent remplir les trous du plan. Tout se passe comme si elles
coulaient sur un plan rugueux compose´ de petites billes de compacite´
e´gale a` celle d’un empilement ale´atoire. On en de´duit que le plan rugueux
ne modifie pas la compacite´ de l’e´coulement de petites billes. Le plan fictif
est donc un plan constitue´ de petites billes ayant un espacement donne´
par la compacite´ ale´atoire. Meˆme si l’e´paisseur de la couche de petites
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Fig. 6.27 – Angle de stabilite´ θ2 des grosses billes coulant sur un plan “fictif”
constitue´ de petites billes (λ = dp et dc = πλ/6C
√
3, avec C la compacite´ du plan
“fictif”). Pour une couche e´paisse de petites billes, on conside`re que la compacite´
C est celle d’un empilement ale´atoire laˆche. Pour un angle d’inclinaison du plan
θplan, il existe une plage de diame`tres pour laquelle les grosses billes seront pie´ge´es
sur le de´poˆt constitue´ de petites billes. Pour cette courbe de θ2 (donne´e par la
valeur de C), la plage de diame`tres est fixe´e par le diame`tre des petites billes, et
par l’angle d’inclinaison du plan.
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billes est faible, les re´sultats sont les meˆmes que ceux obtenus dans le cas
d’une couche e´paisse. La gamme de diame`tres pour laquelle les grosses
billes sont pie´ge´es dans le lit de petites billes est la meˆme qu’en couche
e´paisse (fig. 6.28 trait pointille´).
– dp > dc : dans ce cas, les petites billes ne peuvent pas remplir les trous du
plan. L’ordre des petites billes a` la base de la couche de petites billes, ne
sera donc plus ale´atoire comme dans le cas de´veloppe´ pre´ce´demment.
L’ordre du plan rugueux sera transmis a` la couche de petites billes.
Comme la couche de petites billes est mince, la compacite´ de la dernie`re
couche formant le plan “fictif” sera e´galement influence´e et plus faible
que la compacite´ ale´atoire. Cette diminution de compacite´, comme on
l’a vu dans la partie I, entraˆınera une augmentation du diame`tre dc du
plan fictif et une augmentation des angles θ2. D’apre`s la figure 6.28, le
pie´geage, quel que soit l’angle d’inclinaison du plan, a lieu sur une plage
de diame`tres plus grande que dans le cas des couches e´paisses.
Nous avons pre´sente´ ici un mode`le simple permettant d’aborder l’influence de l’in-
teraction des petites billes avec le plan rugueux sur les grosses billes s’e´coulant
au-dessus de la couche de petites billes. L’influence sur les grosses billes de l’in-
teraction des petites billes avec le plan rugueux est caracte´rise´e par le pie´geage
des grosses billes sur le lit de petites billes. Ce mode`le, ge´ome´trique, repose sur le
mode`le de stabilite´ pre´sente´ en partie I. Ce mode`le explique que pour des couches
minces et dans le cas ou` le diame`tre des petites billes est supe´rieur a` dc, la plage de
diame`tre pour laquelle le pie´geage des grosses billes a lieu est plus grande que dans
le cas ou` le diame`tre des petites billes est infe´rieur a` dc. Ce re´sultat est cohe´rent
avec les expe´riences pre´sente´es dans le cas ou` dc < dp < dg (fig. 6.20). Dans le cas
ou` le diame`tre des petites billes est infe´rieur a` dc, le mode`le montre qu’il existe
une faible plage de diame`tres de grosses billes pour laquelle les grosses billes sont
pie´ge´es. En effet, dans les expe´riences pour lesquelles, dp < dc et µ2,p > µ2,g (fig.
6.19), on constate, que pour un meˆme dp, quelques grosses billes restent sur le
lit de petites pour les faibles diame`tres de grosses billes. Expe´rimentalement, ce
pie´geage disparaˆıt de`s que dg augmente confirmant que la plage de diame`tres du
pie´geage est petite.
6.5 Conclusion
Cette e´tude permet de mettre en e´vidence les diffe´rents me´canismes re´gissant
les e´coulements granulaires bidisperses. Ces me´canismes se de´composent en deux
effets, les effets de ligne, et les effets d’interfaces. Les effets de ligne sont pre´sents
dans le cas ou` la friction basale des grosses billes sur le plan rugueux est supe´rieure
a` la friction basale des petites billes sur le plan rugueux (µ2,g > µ2,p). Cet effet,
appele´ confinement, est d’autant plus important que la friction des grosses billes
sur le plan est importante (c’est-a`-dire pour dg = dc). Cet effet ne peut pas avoir
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Fig. 6.28 – Zones de pie´geage pour un e´coulement mince de petites billes pour
les configurations dp < dc (trait pointille´, identique au cas de couches e´paisses)
et dp > dc (trait plein) : la zone de pie´geage est plus importante dans le cas ou`
dp > dc, ceci est duˆ a` une diminution de la compacite´ du plan “fictif” due a` la
transmission de l’ordre du plan rugueux au travers de la couche mince de petites
billes.
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lieu dans le cas ou` dp > dc. En effet, la friction des grosses billes sera infe´rieure
a` la friction des petites billes quel que soit le diame`tre des grosses billes. D’autre
part, les effets d’interfaces sont toujours pre´sents. Il est possible de de´composer
ces effets d’interface en modification de la rugosite´ basale et entraˆınement (ou
pie´geage). L’influence de l’interaction des petites billes avec le plan sur les grosses
billes coulant sur les petites billes a e´te´ e´galement envisage´e. L’interaction avec
le plan a pour conse´quence une augmentation de la zone de pie´geage des grosses
billes sur le lit de petites billes. Le mode`le de stabilite´ permet de de´terminer les
plages de diame`tres de grosses billes pour lesquelles ces dernie`res seront pie´ge´es.
Ce mode`le permet aussi de montrer que la friction des grosses billes sur le lit
de petites est plus importante dans le cas d’une couche mince de petites billes
de diame`tre supe´rieur au diame`tre dc que dans le cas ou` le diame`tre des petites
billes est infe´rieur a` dc.
On peut, pour chacun des re´gimes pre´sente´s pre´ce´demment, de´finir les
me´canismes re´gissant ces e´coulements bidisperses :
– dp < dc et µ2,p < µ2,g : entraˆınement et confinement
– dp < dc et µ2,p > µ2,g : entraˆınement
– dc < dp < dg : entraˆınement et influence du plan
Rappelons que pour tous ces cas, une modification de la rugosite´ basale selon la
valeur de dp en contact avec le plan intervient e´galement dans la dynamique de
l’e´coulement bidisperse.
Dans la partie suivante, nous nous inte´ressons a` l’interaction entre les petites
billes et les grosses billes : l’entraˆınement des petites billes par les grosses billes
dans le cas particulier ou` il n’y a pas de pie´geage des grosses billes.
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Chapitre 7
Entraˆınement
Les e´coulements bidisperses, comme on l’a vu pre´ce´demment, sont re´gis par
deux effets, les effets de ligne et les effets d’interface. Les effets de ligne ont
une influence sur la forme du de´poˆt. Les effets d’interface ont une influence sur
d’autres caracte´ristiques du de´poˆt, en particulier sur son e´paisseur hstop et sa
longueur L, celle-ci e´tant fortement relie´e a` l’e´paisseur hstop. Plusieurs me´canismes
ont e´te´ mis en e´vidence dans le cadre de cette description. Mais les me´canismes
se couplent pour cre´er le comportement du me´lange bidisperse. C’est ce couplage
qui rend difficile l’e´tude de chaque me´canisme individuellement. Cependant, dans
certaines conditions expe´rimentales, il est possible d’en limiter certains et d’en
favoriser d’autres. C’est ce que nous avons fait pour tenter de comprendre le
me´canisme d’entraˆınement.
7.1 Conditions expe´rimentales pour lesquelles
seul l’entraˆınement intervient
Dans toutes les configurations pre´sente´es pre´ce´demment, les effets d’interface
sont toujours pre´sents. Cependant les effets de ligne peuvent eˆtre ne´gligeables
ou inexistants. En effet, on a vu que le confinement de l’e´coulement est pre´sent
seulement si la friction basale des grosses billes sur le plan rugueux est supe´rieure
a` la friction des petites billes. Pour ne pas avoir cet effet dans nos expe´riences,
il suffit de choisir le diame`tre des classes de billes tel que µ2,g < µ2,p. De plus, si
l’angle d’inclinaison du plan θ est choisi supe´rieur a` l’angle θ2,g des grosses billes,
les grosses billes sont instables sur le plan. Le de´poˆt obtenu apre`s un e´coulement
bidisperse ne pre´sentera aucune grosse bille a` sa pe´riphe´rie : il ne peut pas exister
d’effets de ligne. Cependant quelques grosses billes pourront rester sur le de´poˆt
de petites. De plus, le diame`tre des petites billes a e´te´ choisi de telle sorte que
dp < dc pour limiter le pie´geage des grosses billes sur le lit de petites et pouvoir
mesurer l’e´paisseur d’un de´poˆt constitue´ uniquement de petites billes.
Ce choix de conditions expe´rimentales permet d’isoler les “effets d’interfa-
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ce”. Les conditions expe´rimentales favorables pour l’e´tude de l’entraˆınement sans
“confinement” seront donc :
– dp < dc
– µ2,g < µ2,p
– θ > θ2,g
Deux types d’expe´rience ont e´te´ re´alise´es, des laˆchers d’une masse constante
de mate´riau granulaire bidisperse, pre´sent initialement dans une calotte, et des
e´coulements en imposant un flux constant d’un me´lange de billes.
7.2 Laˆcher d’une masse constante de mate´riau
granulaire
Le plan est celui constitue´ de billes colle´es de diame`tre 1,4 mm (plan n◦4).
L’angle d’inclinaison du plan est choisi e´gal a` 25 o, tel que cet angle d’inclinaison
soit supe´rieur a` l’angle θ2,g des grosses billes composant les me´langes, quel que
soit le diame`tre des grosses billes utilise´es (de 1125 µm a` 2925 µm).
Les caracte´ristiques de ces de´poˆts sont :
– la longueur L du de´poˆt
– l’e´paisseur hstop,bi du de´poˆt
Dans le cas ou` il n’y a pas de grosses particules pie´ge´es dans le de´poˆt de petites,
le rapport hstop,bi/hstop,mono (ou` hstop,mono est l’e´paisseur du de´poˆt laisse´ par un
e´coulement monodisperse constitue´ de petites billes) nous renseigne sur l’efficacite´
de l’entraˆınement. Dans ce cas, hstop,bi/hstop,mono est toujours infe´rieur a` 1 et
l’entraˆınement sera qualifie´ d’autant plus efficace que ce rapport tend vers 0.
La figure 7.1(a) pre´sente les re´sultats obtenus pour diffe´rents me´langes
avec dp=327 µm. La de´croissance continue du rapport hstop,bi/hstop,mono montre
clairement que l’efficacite´ de l’entraˆınement augmente avec le pourcentage de
grosses billes %g. Dans le cas ou` les petites billes du me´lange sont des billes de
diame`tre dp =450 µm (fig. 7.1(b)) pour certains e´coulements le pie´geage n’a pu
eˆtre e´vite´ (points entoure´s sur la figure 7.1(b)) ; pour ces points, l’e´paisseur du
de´poˆt est donc surestime´e par rapport a` l’e´paisseur de la couche de petites billes.
Mais pour les cas ou` il n’y a pas pie´geage, la tendance est la meˆme que pour les
re´sultats pre´ce´dents. Dans tous les cas, l’entraˆınement est d’autant plus efficace
que le pourcentage de grosses billes %g augmente.
L’efficacite´ de l’entraˆınement est aussi influence´e par le diame`tre des billes (fig.
7.2). Pour cela, on s’inte´resse aux variations de hstop,bi/hstop,mono en fonction du
rapport des diame`tres dg/dp pour diffe´rents diame`tres de petites billes (dp=327
µm et dp=450 µm), et diffe´rents pourcentages de grosses billes. La de´pendance
avec le rapport dg/dp ou avec dg ne ressort pas nettement de nos donne´es. Par
contre, on voit que l’efficacite´ de l’entraˆınement augmente quand le diame`tre des
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Fig. 7.1 – L’efficacite´ de l’entraˆınement augmente avec le pourcentage massique
de grosses billes %g : (a) dp=327µm et (◦) dg=1125 µm ; () dg=1325 µm ; ()
dg=1750 µm ; (×) dg=2150 µm ; (+) dg=2925 µm, (b) dp=450 µm et () dg=1325
µm ; () dg=1750 µm ; (△) dg=1850 µm, (×) dg=2150 µm ; (+) dg=2925 µm.
Les points entoure´s correspondent au cas ou` des grosses billes sont pie´ge´es sur le
de´poˆt de petites billes, ce qui augmente de manie`re errone´e la valeur de l’e´paisseur
de la couche de petites billes.
petites billes diminue. Cette observation est valable pour toutes les configurations
e´tudie´es (c’est-a`-dire pour diffe´rents diame`tres de grosses billes, et diffe´rents pour-
centages).
Pour des e´talements de masse, le front arrie`re de la monocouche de grosses
particules se trouvant a` la surface libre s’e´coule a` une vitesse constante (voir
chapitre II). Cette constatation nous a amene´ a` e´tudier plus pre´cise´ment la dy-
namique de ces e´coulements. Lors de ces e´coulements bidisperses instationnaires,
la vitesse du front arrie`re de grosses billes ug augmente avec le pourcentage de
grosses billes et avec le diame`tre des grosses billes dg (fig. 7.3).
Dans le cas d’expe´riences consistant a` laˆcher une masse constante de mate´riau
granulaire bidisperse, on a montre´ expe´rimentalement que l’efficacite´ de l’en-
traˆınement de´finie par le rapport hstop,bi/hstop,mono augmente avec le pourcentage
massique de grosses billes et diminue avec le diame`tre des petites billes dp. En
paralle`le, la vitesse du front arrrie`re de la monocouche de grosses billes ug aug-
mente avec le pourcentage de grosses billes %g et avec le diame`tre des grosses
billes dg. Il semble donc que les variations d’e´paisseur du de´poˆt sont corre´le´es aux
variations de vitesse de la monocouche de grosses billes. Les expe´riences re´alise´es
e´tant instationnaires (la vitesse du front avant n’est pas constante au cours du
temps), nous nous inte´ressons par la suite a` des e´coulements en imposant un flux
constant de mate´riau granulaire bidisperse.
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Fig. 7.2 – L’efficacite´ de l’entraˆınement en fonction du rapport des diame`tres
dg/dp. Les symboles pleins repre´sentent les re´sultats obtenus dans le cas ou`
dp =327µm, les symboles vides dans le cas ou` dp=450 µm, pour diffe´rents pour-
centages de grosses billes (• et ◦ %g = 30,  et ♦ %g = 70). L’entraˆınement est
d’autant plus efficace que le diame`tre des petites billes est petit.
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Fig. 7.3 – La vitesse du front arrie`re de la monocouche de grosses billes augmente
avec le pourcentage massique de grosses billes %g et avec le diame`tre dg des
grosses billes : dp =327 µm et ◦ dg=1125 µm ;  dg=1325 µm ;  dg=1750 µm ;
× dg=2150 + dg=2925 µm.
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7.3 Ecoulements stationnaires
L’e´tude des e´coulements stationnaires, si ils existent, semble inte´ressante pour
comprendre l’effet d’entraˆınement.
Les e´coulements stationnaires pour des e´coulements monodisperses existent
pour des angles d’inclinaisons du plan compris entre θ1 (angle pour lequel
hstop →∞) et θ2 (angle minimal pour lequel hstop = 0). Ces limites d’e´coulements
stationnaires de´pendent du diame`tre des billes qui coulent pour un plan de rugo-
site´ donne´e. Les caracte´ristiques de l’e´coulement d’un mate´riau granulaire bidis-
perse sont :
– la vitesse du front avant u
– la vitesse du front arrie`re de la monocouche de grosses billes ug
– l’e´paisseur h de l’e´coulement
La vitesse du front arrie`re des grosses billes, du fait que la couche de grosses billes
est une monocouche, peut eˆtre assimile´e a` la vitesse en tout point de la couche
de grosses billes.
Dans le cas des e´coulements bidisperses, les e´coulements stationnaires, ca-
racte´rise´s par une inde´pendance temporelle des caracte´ristiques de l’e´coulement
(u, ug et h), existent-ils ? Dans le cadre de ces expe´riences, nous avons travaille´
avec un me´lange de´fini par dp=327 µm et dg=1325 µm sur le plan n
◦ 4.
7.3.1 Conditions d’e´coulements stationnaires
On s’attend a` ce que les petites billes du me´lange imposent la plage d’angles
pour laquelle les e´coulements bidisperses stationnaires sont possibles. En effet,
si l’e´coulement des petites billes n’est pas stationnaire, celui du me´lange ne le
sera probablement pas non plus. On a re´alise´ des expe´riences en imposant un
flux constant e´gal a` 15 g/s pour des angles d’inclinaison θ variant de 21◦ a`
31◦. Pour des angles d’inclinaison du plan θ infe´rieurs a` 22 ◦, nous avons fait
les expe´riences mais aucune mesure n’est repre´sente´e, le re´gime est intermit-
tent c’est-a`-dire qu’aucun e´coulement stationnaire n’est observe´. Pour des angles
d’inclinaison supe´rieurs a` 22◦, il existe des e´coulements stationnaires pour les
e´coulements bidisperses (fig. 7.4) :h, u, et ug sont constants au cours du temps.
Comme pour les laˆchers de masse constante, le de´poˆt est constitue´ unique-
ment de petites billes. En figure 7.5, sont pre´sente´es les variations de hstop,bi
pour des angles d’inclinaison du plan variant de 22 ◦ a` 31 ◦. Si l’on compare les
courbes hstop,bi a` celle de hstop,mono ou` hstop,mono repre´sente la courbe de hstop pour
un e´coulement monodisperse de petites billes dp =327 µm, on constate que les
courbes se classent et ne se croisent pas. hstop,bi diminue avec le pourcentage de
grosses billes %g. Cette diminution est tre`s forte pour les faibles angles et presque
inexistante pour les forts angles d’inclinaison. Pour les forts angles d’inclinaison,
il est possible que la valeur de hstop,bi sature a` une valeur minimale en dessous de
laquelle l’entraˆınement est inefficace. Par ailleurs, il est difficile de conclure sur
116 Entraˆınement
0
0.5
1
1.5
2
2.5
3
0 5 10 15 20 25 30 35 40
u
u
g
temps (s)
h
(m
m
)
x
t
arrive´e du front
Fig. 7.4 – Les grandeurs caracte´ristiques de l’e´coulement (vitesse u du front
avant, vitesse ug du front arrie`re de la monocouche de grosses billes coulant sur
les petites billes, et e´paisseur h de l’e´coulement sont inde´pendantes du temps. Il
existe bien des e´coulements bidisperses stationnaires (dp =327 µm, dg=1325 µm,
%g =50, θ =26◦).
les valeurs de θ1 et θ2 pour un e´coulement bidisperse. θ1 semble inchange´, mais la
forme des courbes pour des angles d’inclinaison proches de θ1,mono,p semble tre`s
affecte´e par la valeur du pourcentage de grosses billes. Du classement des courbes,
on peut conclure de manie`re certaine que θ1,bi ≤ θ1,mono,p. D’apre`s nos expe´riences,
on sait que θ1,bi > 21
◦. On en de´duit que la valeur de θ1 est probablement la meˆme
pour les e´coulements bidisperse et monodisperse. De plus, l’e´paisseur du de´poˆt
laisse´ par un e´coulement bidisperse hstop,bi est toujours infe´rieure a` l’e´paisseur
du de´poˆt laisse´ par un e´coulement monodisperse constitue´ de petites billes. Cela
implique que l’angle θ2,bi est infe´rieur ou e´gal a` l’angle θ2,mono,p.
7.3.2 Vitesses des e´coulements
Dans ces expe´riences, la vitesse du front arrie`re de la monocouche de grosses
billes a pu eˆtre de´termine´e (fig. 7.6) : la vitesse ug augmente avec le pour-
centage massique de grosses billes comme cela a e´te´ aussi observe´ dans le cas
d’e´coulements bidisperses instationnaires (fig. 7.3), et aussi avec l’angle d’incli-
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Fig. 7.5 – (a) l’e´paisseur du de´poˆt hstop,bi de petites billes de´croˆıt avec l’angle
d’inclinaison et avec le pourcentage massique de grosses billes (•) %g=0 (mo-
nodisperse) ; (◦) %g=20 ; () %g=40 ; (♦) %g=60 ; (△) %g=80, (b), l’e´paisseur
hstop,p en fonction du pourcentage pour deux angles d’inclinaison (•) θ=23◦, (◦)
θ=27◦ (dp=327µm, dg=1325 µm).
naison du plan θ. Etant donne´ que l’angle d’inclinaison du plan est supe´rieur a`
l’angle θ2 des grosses billes, il n’y a pas d’interaction entre les petites billes et
une e´ventuelle zone d’accumulation de grosses billes au front. De plus, lors des
expe´riences, il est possible de mesurer la vitesse du front avant (u) qui est aussi
constante au cours du temps (fig. 7.4). Cette vitesse est la vitesse du front avant
des petites billes, dans ce cas particulier ou` les grosses billes ne participent pas
au front. Si l’on repre´sente sur un meˆme graphe, la vitesse du front arrie`re des
grosses billes ug en fonction de la vitesse du front avant u, on remarque que pour
la plupart des expe´riences, ces points s’alignent sur une droite de pente 2, ce
qui signifie ug = 2u. Certains points ne s’alignent pas sur cette droite ; pour ces
expe´riences, la vitesse des grosses particules est toujours supe´rieure au double
de celle du front de petites billes. Une des explications possibles semble eˆtre que
dans certains cas les grosses billes roulent sur le lit de petites. On observe effecti-
vement ce roulement lors des expe´riences. Le cas de ces expe´riences sera discute´
plus pre´cise´ment un peu plus loin.
7.3.3 Epaisseurs des de´poˆts
Pour ces expe´riences, re´alise´es en imposant un flux constant, l’efficacite´ de l’en-
traˆınement, de´termine´e par le rapport des e´paisseurs des de´poˆts hstop,bi/hstop,mono
a e´te´ e´tudie´e en fonction de l’angle d’inclinaison (fig. 7.5) et en fonction du
pourcentage de grosses billes (fig. 7.8). D’apre`s ces re´sultats, l’efficacite´ de l’en-
traˆınement augmente avec le pourcentage massique de grosses billes %g. Cette
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Fig. 7.6 – (a) La vitesse du front arrie`re de la monocouche de grosses billes
ug augmente avec l’angle d’inclinaison θ et le pourcentage de grosses billes, (•)
%g=10 ; (◦) %g=30 ; () %g=50 ; (♦) %g=70, (b) la vitesse ug augmente avec le
pourcentage de grosses billes (•) θ=23 ◦ ; (◦) θ=27 ◦ (dp=327µm, dg=1325 µm).
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Fig. 7.7 – La vitesse de surface de la monocouche de grosses billes ug est e´gale
au double de la vitesse du front des petites billes u ; ug = 2u. Les symboles (◦)
repre´sentent toutes les mesures de vitesses dans le cas d’e´coulement stationnaire
pour θ variant de 22◦ a` 31 ◦. Quelques points ne ve´rifient pas la relation ug = 2u.
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de grosses billes quel que soit l’angle d’inclinaison du plan : ◦ θ=22◦ ;  θ=23◦ ;
♦ θ=24◦ ; × θ=25◦ ; + θ=26◦ ; △ θ=27◦ ; • θ=28◦
e´volution est comparable a` celle observe´e pour les e´coulements instationnaires
(fig. 7.1).
7.4 Conclusion
L’efficacite´ de l’entraˆınement est quantifie´e par le rapport des e´paisseurs
hstop,bi/hstop,mono. On a montre´ dans les deux types d’expe´riences, stationnaire
et instationnaire que l’entraˆınement est d’autant plus efficace que le pourcentage
de grosses billes %g est e´leve´. De plus, dans les deux types d’e´coulement, la vi-
tesse du front arrie`re de la monocouche de grosses billes, augmente aussi avec le
pourcentage massique de grosses billes. Il apparaˆıt alors que l’efficacite´ de l’en-
traˆınement est corre´le´e aux variations de la vitesse de la monocouche de grosses
billes ug.
Par ailleurs, la vitesse de la couche de grosses billes ug a pu eˆtre relie´e a` la
vitesse de la couche de petites billes. On va donc rechercher un me´canisme qui
puisse expliquer la diminution d’e´paisseur hstop,bi en faisant appel a` une augmen-
tation de la vitesse moyenne des petites billes.
7.5 Entraˆınement par e´rosion
Lors de l’e´coulement d’un mate´riau granulaire bidisperse, la se´gre´gation
est imme´diate et totale et on observe expe´rimentalement une monocouche de
grosses billes coulant sur la couche de petites billes. Pour de forts rapports de
diame`tre dg/dp, les grosses billes s’enfoncent le´ge`rement dans la couche de petites
billes. Un des me´canismes suppose´s pour la diminution de l’e´paisseur des petites
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billes hstop,bi pourraˆıt eˆtre l’e´rosion. Pour ces diame`tres de bille (dp=327 µm et
dg=1325µm), lors de l’e´coulement, les grosses billes s’enfoncent dans le lit de pe-
tites billes d’une fraction de leur diame`tre. Le me´canisme d’e´rosion est lie´ a` cet
enfoncement. En effet, lors de leur passage, les grosses billes peuvent “pousser”
et “ratisser” les petites billes qui sont situe´es entre elles (fig. 7.9). Ce me´canisme
peut avoir lieu tout au long de l’e´coulement provoquant une augmentation de la
vitesse moyenne du front u, mais seul son impact une fois l’e´coulement sous jacent
de petites billes arreˆte´ peut expliquer une diminution de hstop,bi.Alors l’e´paisseur
hstop,bi de la couche de petites billes correspond a` l’e´paisseur hp de petites billes
pre´sente sous les grosses billes au moment (t1) du passage du front arrie`re des
grosses billes : hstop,bi = hp(t1). On peut donc obtenir par ce me´canisme une
diminution de l’e´paisseur hstop des petites billes.
Apre`s l’arreˆt de l’alimentation, il se propage une zone ou` l’e´coulement s’arreˆte
(cette zone comprend le front arrie`re des grosses billes). Dans cette zone,
l’e´paisseur totale de l’e´coulement de petites hp,t diminue au cours du temps.
Quand hp,t = hstop,mono et si on suppose que la pre´sence des grosses billes ne
modifie pas le gradient de vitesse dans la couche de petites billes, l’e´coulement
des petites billes devrait s’arreˆter. Deux cas se pre´sentent alors :
– les grosses billes ne sont pas pre´sentes a` ce moment. Alors l’e´coulement
s’arreˆte avec hp = hp,t = hstop,mono : l’e´paisseur du de´poˆt de petites billes
est e´gale a` celle du de´poˆt dans le cas monodisperse
– les grosses particules sont pre´sentes a` la surface, enfonce´es d’une fraction
de leur diame`tre, que l’on note e. Alors, bien que l’e´coulement des petites
billes s’arreˆte, les grosses billes peuvent ratisser la couche de petites billes
entre elles en s’e´coulant. Dans ce cas, et en supposant que seule l’e´rosion
agit, c’est-a`-dire que le passage de grandes billes ne met pas en mouvement
les petites billes situe´es sous elles, l’e´paisseur de la couche de petites billes
est donne´e par hstop,bi = hp = hstop,mono − edg
Une des questions qui nous inte´resse est de savoir si ce me´canisme est le seul qui
intervient dans la diminution de l’e´paisseur hstop par rapport au cas monodisperse.
Si le seul me´canisme e´tait l’e´rosion, alors la variation d’e´paisseur hstop,bi−hstop,mono
devrait eˆtre fixe´e par le taux d’enfoncement des grosses billes dans la couche de
petites. On suppose que ce taux d’enfoncement ne de´pend que du rapport dg/dp
et est inde´pendant de l’angle d’inclinaison du plan θ. Cette inde´pendance en θ
peut eˆtre discutable dans l’optique ou` on travaille avec des couches minces. On
peut supposer qu’en couche tre`s mince, l’enfoncement pourrait eˆtre limite´ par la
pre´sence du fond : plus l’angle d’inclinaison θ est grand, plus la couche est mince
et plus l’enfoncement serait re´duit. Par ailleurs, l’augmentation de l’angle d’incli-
naison induisant une augmentation de la vitesse, cela pourrait provoquer un en-
foncement plus e´leve´ cause´ par la re´duction de la compacite´ de l’e´coulement. Mais
dans nos expe´riences, meˆme pour les angles e´leve´s, les e´coulements sont toujours
dans le re´gime d’e´coulements denses pour lequel la compacite´ de l’e´coulement ne
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Fig. 7.9 – Sche´ma repre´sentant le me´canisme d’e´rosion : les grosses billes lors de
leur passage sur les petites billes vont pousser les petites billes pre´sentes entre
elles. L’e´paisseur du de´poˆt de petites billes hstop,bi sera e´gale a` l’e´paisseur sous les
grosses billes, hp au moment du passage du front arrie`re des grosses billes. hp,t
repre´sente l’e´paisseur totale de petites billes.
varie pas. Ces deux conside´rations nous poussent a` supposer que l’e´rosion sera,
soit constante avec l’angle d’inclinaison θ, soit e´ventuellement de´croissante avec
θ. On montre expe´rimentalement que (hstop,mono−hstop,bi)/dg de´croˆıt avec l’angle
d’inclinaison θ du plan (fig. 7.10). Cette de´croissance ne permet donc pas de
statuer sur le fait que l’e´rosion est le seul me´canisme responsable ou non de la
diminution de hstop. Mais par ailleurs, on remarque que, pour les faibles angles
d’inclinaison, (hstop,mono − hstop,bi)/dg est supe´rieur a` 0,5 et meˆme supe´rieur a` 1.
Si la variation d’e´paisseur e´tait due a` l’e´rosion, cela impliquerait que les grosses
billes s’enfoncent de plus de moitie´, ou meˆme de plus de leur diame`tre dans le lit
de petites. Or si il est tre`s difficile de mesurer avec pre´cision l’enfoncement des
grosses billes dans le lit de petites, il est clairement possible de voir si l’enfonce-
ment des grosses billes est supe´rieur a` leur rayon, ou si les grandes billes ne sont
plus visibles en surface. En effet, dans ces cas, la surface apparente des grosses
billes diminue. Dans nos expe´riences, on constate visuellement que les grosses
billes sont enfonce´es de moins de moitie´. Leur enfoncement, infe´rieur a` leur rayon
implique (hstop,mono − hstop,bi) /dg < 0, 5. On en conclut que le me´canisme res-
ponsable de la diminution d’e´paisseur de la couche de petites billes hstop,p n’est
probablement pas uniquement de l’e´rosion. Il convient alors pour expliquer cette
diminution d’e´paisseur de rechercher un autre me´canisme.
7.6 Entraˆınement par acce´le´ration de la couche
de petites billes
On peut aussi supposer que le passage des grosses billes va mettre en mou-
vement, ou acce´le´rer la couche de petites billes situe´e sous elles. Les re´sultats
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Fig. 7.10 – Les variations d’e´paisseur ne sont pas constantes avec l’angle d’in-
clinaison θ du plan et de´passent la valeur 0,5 impliquant que l’enfoncement des
grosses billes est supe´rieure a` la moitie´ de leur diame`tre (dp=327µm, dg=1325
µm, ◦ %g = 20,  %g = 40, ♦ %g = 60, △ %g = 80). Le me´canisme conduisant
a` une diminution de l’e´paisseur hstop de petites billes dans le cas bidisperse par
rapport au cas monodisperse n’est pas uniquement l’e´rosion.
pre´ce´dents pour des e´coulements stationnaires montrent que ug = 2u. Etant
donne´ que l’angle d’inclinaison du plan est supe´rieur a` l’angle θ2 des grosses
billes, il n’y a pas d’interactions entre les petites billes et une zone d’accumula-
tion de grosses billes au front. De plus, l’e´paisseur des e´coulements e´tant faible,
on peut faire l’hypothe`se que le profil de vitesse dans la couche de petites billes
est line´aire. De la non pre´sence de grosses billes au front de l’e´coulement, et
de l’hypothe`se de profil line´aire, on peut de´duire que la vitesse de la couche de
petites billes up a` l’interface petites billes-grosses billes est e´gale a` deux fois la
vitesse du front u, c’est-a`-dire up = 2u : cela suppose de ne´gliger le volume de
petites billes entre les grosses, c’est-a`-dire de ne´gliger l’e´rosion. Ceci nous semble
justifie´ vu le faible taux d’enfoncement et la forte compacite´ de la monocouche de
grosses billes. Il nous semble e´galement inte´ressant de faire cette hypothe`se pour
voir si on peut mode´liser l’entraˆınement par l’acce´le´ration. D’apre`s les re´sultats
pre´sente´s en figure 7.7, les vitesses up et ug semblent eˆtre e´gales sauf quelques cas
ou` ug est supe´rieure a` 2u. Ces cas seront discute´s plus pre´cise´ment un peu plus
loin. Cela implique qu’il y a la plupart du temps continuite´ des vitesses entre la
couche de petites billes et la monocouche de grosses billes. Comme la vitesse ug
augmente avec le pourcentage massique de grosses billes, il y a une augmentation
de la vitesse up avec le pourcentage de grosses billes. Ceci montre que la vitesse
moyenne des petites billes est modifie´e par la pre´sence des grosses billes.
La continuite´ des vitesses entre les petites et les grosses billes permet de
mode´liser les e´coulements bidisperses comme suit. La couche a` la base de
l’e´coulement est constitue´e de petites billes, d’e´paisseur hp et pre´sente un gra-
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Fig. 7.11 – Mode´lisation des e´coulements bidisperses : la monocouche de grosses
billes impose sa vitesse ug a` la couche de petites billes (vitesse du haut de la
couche des petites billes up=ug) d’e´paisseur hp. L’e´paisseur totale de l’e´coulement
est e´gale a` ht = hp + dg.
dient de vitesse. A la surface libre de l’e´coulement, la couche est une monocouche
de grosses billes entoure´e de petites billes, coulant avec une vitesse constante ug.
Nous allons alors conside´rer ce syste`me comme e´quivalent a` une couche de petites
billes d’e´paisseur hp s’e´coulant sur un plan rugueux, avec une vitesse de surface
e´gale a` ug. A partir de cette ge´ome´trie, il est possible, en connaissant l’e´paisseur
de la couche de petites billes hp et la vitesse a` la surface de la couche de petites
up, de de´terminer les e´paisseurs du de´poˆt des petites hstop,bi. En effet, on e´crit
que :
hstop,bi = β
h
3/2
p g1/2
up/2
(7.1)
Il apparaˆıt clairement que pour une meˆme e´paisseur, une augmentation de la
vitesse up, c’est-a`-dire une augmentation du gradient γ˙ = up/hp, conduira a` une
diminution de l’e´paisseur hstop,bi. L’effet des grandes billes serait donc d’imposer
un gradient de vitesse plus e´leve´ dans la couche de petites billes.
Expe´rimentalement, l’e´paisseur hp des petites billes est de´termine´e a` partir
de la mesure de l’e´paisseur totale de l’e´coulement ht et du diame`tre des grosses
billes dg, on a, en effet, hp = ht − dg. Avec ces conside´rations, on peut dans le
cas des e´coulements stationnaires de´terminer les e´paisseurs hstop,bi du de´poˆt de
petites billes d’apre`s la formule (7.1). Les re´sultats sont pre´sente´s en figure 7.12.
L’accord entre les e´paisseurs mesure´es expe´rimentalement et celles de´termine´es a`
partir de la relation 7.1, est bon. Par ailleurs, la corre´lation entre Fr et hp/hstop,bi
ne semble pas tre`s bonne (fig.7.13).
On a suppose´ que la diminution de l’e´paisseur hstop,bi de la couche de petites
billes est due a` l’augmentation du gradient de vitesse dans la couche de petites
billes. Ce gradient de vitesse est impose´ par la vitesse des grosses billes. Si on
compare la vitesse du front arrie`re des grosses billes ug a` celle du front avant u, il
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Fig. 7.12 – Epaisseur du de´poˆt hstop,p expe´rimentales (•) et de´duites de l’e´quation
7.1 (avec β = 0, 11)() pour diffe´rents pourcentages de grosses billes : (a) %g =
10 ; (b) %g = 20 ; (c) %g = 30 ; (d) %g = 40 ; (e) %g = 50 ; (f) %g = 60.
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Fig. 7.13 – Nombre de Froude en fonction du rapport hp/hstop,bi : la corre´lation
ne semble pas tre`s bonne
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Fig. 7.14 – (a) Vitesse du front arrie`re des grosses billes en fonction de la vi-
tesse du front avant des petites (◦ : tous les points expe´rimentaux + : re´sultats
expe´rimentaux tels que le gradient γ˙ < 60s−1). (b)Nombre de Froude en fonc-
tion du rapport hp/hstopn,bi (◦ : tous les points expe´rimentaux + : re´sultats
expe´rimentaux tels que le gradient γ˙ < 60s−1).
semble pour la majorite´ des expe´riences, qu’il y ait continuite´ des vitesses entre
la couche de petites billes et la monocouche de grosses billes : cette continuite´ des
vitesses se traduit par ug = 2u = up (fig. 7.7). Cependant, d’apre`s ces re´sultats
expe´rimentaux, quelques points ne ve´rifient pas cette relation, la vitesse de la
monocouche de grosses billes est alors supe´rieure au double de la vitesse du front
u des petites billes. Une des explications possibles est que dans ces expe´riences,
les grosses billes roulent sur le lit constitue´ de petites billes. On peut alors se
demander quelle est la raison du roulement.
On peut conside´rer le taux de cisaillement γ˙ impose´ par la monocouche de grosses
billes a` la couche de petites billes. Si ce taux de cisaillement est trop e´leve´, on
peut supposer que la continuite´ des vitesses entre la couche de grosses billes et la
couche de petites billes ne sera pas ve´rifie´e. Il existerait une valeur limite de γ˙,
au dessus de laquelle la monocouche de grosses billes ne pourrait pas transmettre
la totalite´ de sa vitesses a` la couche de petites billes. Alors, les grandes billes
se mettraient a` rouler. Cependant, nous ne connaissons pas cette valeur limite
du gradient. On remarque que si on se limite aux cas des expe´riences ou` le taux
de cisaillement γ˙ est infe´rieur a` 60 s−1, la vitesse de la couche de petites billes
up a` l’interface petites-grosses billes (avec up = 2u) est e´gale a` la vitesse de la
monocouche de grosses billes (fig. 7.14 a). En choissisant une valeur limite plus
faible pour γ˙, on obtient la meˆme tendance avec un accord meilleur pour la
relation ug = 2u. Il apparaˆıt donc qu’au-dela` d’une certaine valeur du taux de
cisaillement impose´ par la monocouche de grosses billes a` la couche de petites
billes, la continuite´ des vitesses entre ces deux couches n’est plus ve´rifie´e. Avec
cette limitation du taux de cisaillement infe´rieur a` 60 s−1, la corre´lation entre le
nombre de Froude et hp/hstop,bi est meilleure (fig. 7.14 b).
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Donc, tant que la continuite´ des vitesses entre les deux couches, est respecte´e,
la meˆme loi Fr = βh/hstop est valable pour les e´coulements granulaires mono-
disperses et bidisperses. On trouve expe´rimentalement β = 0, 11. On remarque
que la valeur du coefficient β diffe`re tre`s le´ge`rement des coefficients β de´termine´s
pour des e´coulements monodisperses (β = 0, 14). Cette loi est valable pour les
e´coulements bidisperses dans le cas ou` seuls les effets d’interface sont pre´sents et
ou` le de´poˆt est uniquement constitue´ de petites billes.
7.6.1 Interpre´tation en termes de friction
Comme on l’a montre´ dans la partie 2, la friction peut eˆtre de´termine´e a` partir
des courbes µ(I). La friction basale µ est de´finie par le rapport des contraintes
normales sur les contraintes tangentielles. Dans ce cas, on a :
τ = g (ρphp + ρgdg) sin θ
et
P = g (ρphp + ρgdg) cos θ
avec
– ρp : masse volumique de la couche de petites billes
– ρg : masse volumique de la monocouche de grosses billes
– θ : angle d’inclinaison du plan
– hp : e´paisseur de la couche de petites billes en e´coulement
– dg : diame`tre des grosses billes
On a alors :
µ = τ/P = tan θ
Quel que soit l’angle d’inclinaison du plan, le parame`tre inertiel I est de´fini par
I = µ−1 (tan θ). Cela implique que les courbes de µ(I) devraient eˆtre les meˆmes
dans le cas monodisperse que dans le cas bidisperse. D’apre`s [22], il est possible
de de´terminer l’e´paisseur hstop du de´poˆt, a` partir de la courbe µ(I). En effet, on
a : hstop ∼
√
µ(I)d
I
.
L’e´paisseur du de´poˆt hstop dans le cas bidisperse serait alors e´gale a` l’e´paisseur
du de´poˆt hstop dans le cas monodisperse. Ce n’est pas ce qu’on constate
expe´rimentalement. Il semble que les contraintes tangentielles soient accentue´es
par rapport aux contraintes normales et qu’elles ne respectent plus le rapport
donne´ par une direction verticale sur une pente d’angle θ. Dans le cas des
e´coulements bidisperses, on pourrait interpre´ter ce de´se´quilibre des contraintes
comme e´tant duˆ a` un effet “dynamique” de la se´gre´gation, les grandes billes
sont porte´es par l’e´coulement et maintenues dans cet e´tat se´gre´ge´. Ce sont
les chocs dans la direction de l’e´coulement qui maintiennent la ge´ome´trie de
cet e´tat se´gre´ge´. Il y a probablement une transmission de contraintes entre les
directions paralle`les et perpendiculaires a` l’e´coulement. Pour une mode´lisation,
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Fig. 7.15 – Friction a` la base d’un e´coulement bidisperse en fonction du parame`tre
inertiel I pour diffe´rents pourcentages massiques de grosses billes : (◦) %g = 0 ;
() %g = 10 ; () %g = 20 ; (×) %g = 30 ; (+) %g = 40 ; (△) %g = 50 ; (•)
%g = 60 ; () %g = 70.
on pourrait a` la limite ne´gliger la contrainte normale supple´mentaire impose´e par
le poids des grandes billes et ne tenir compte que de la contrainte tangentielle
supple´mentaire. Cette ge´ome´trie pose e´videmment un proble`me puisque nous
nous affranchissons de la force normale impose´e par la couche de grosses billes sur
la couche de petites billes. Mais elle se traduit par une modification du gradient
de vitesse dans la couche de petites billes, impose´e par la monocouche de grosses
billes, et elle permet de comprendre la tendance des re´sultats expe´rimentaux
obtenus.
Par ailleurs, il est possible a` partir des re´sultats expe´rimentaux de de´terminer
les valeurs prises par le parame`tre inertiel I et de tracer les lois rhe´ologiques µ(I).
En effet, ce parame`tre I est de´fini par :
I =
γ˙dp√
P/ρ
avec
– γ˙ : le taux de cisaillement γ˙ = up/hp
– dp : le diame`tre des petites billes
– P : la contrainte normale
– ρ : la masse volumique du mate´riau granulaire
Les courbes de µ(I) repre´sentent la friction basale des e´coulements bidis-
perses en fonction du parame`tre inertiel I. Elles se classent et montrent que la
friction basale des e´coulements bidisperses diminue avec le pourcentage massique
de grosses billes (pour un me´lange de deux tailles de billes donne´) (fig. 7.15). Ce
re´sultat est cohe´rent avec les diminutions d’e´paisseur hstop avec le pourcentage
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de grosses billes pre´sentes dans le me´lange. Ce re´sultat montre que la couche de
petites billes n’impose pas a` elle seule la rhe´ologie des e´coulements bidisperses.
On peut conside´rer que les diffe´rents me´langes bidisperses se comportent comme
des mate´riaux diffe´rents. Cette e´tude n’a pas e´te´ e´tendue au cas d’autres tailles
de billes, mais on peut imaginer que les courbes µ(I) vont de´pendre des diame`tres
dp et dg. Alors la rhe´ologie d’un mate´riau granulaire (sur un plan donne´) est fonc-
tion des diame`tres de chaque classe de bille (dp, dg), et du pourcentage de grosses
billes %g.
7.7 Conclusion
En se plac¸ant dans des conditions ou` il n’y a ni effet de ligne, ni pie´geage des
grosses billes, on a pu montrer qu’il y avait entraˆınement de la couche de petites
billes par les grosses billes coulant au-dessus d’elles. Cet entraˆınement par e´rosion
ou par augmentation de la vitesse des petites billes se traduit par une diminution
de l’e´paisseur de la couche de petites billes hstop,bi. L’e´rosion ne semblant pas
expliquer a` elle seule cette diminution, on a suppose´ que la vitesse des grosses
billes e´tait transmise a` l’e´coulement de petites. Le gradient de vitesse est alors
modifie´ dans l’e´paisseur de la couche de petites billes. Ceci a deux implications :
– il est possible de de´finir une rhe´ologie pour les e´coulements granulaires
bidisperses dans cette ge´ome´trie d’e´coulement. Un me´lange de deux classes
de billes pre´sentera des comportements diffe´rents (courbe de friction µ(I))
en fonction du pourcentage de grosses billes pre´sents dans le me´lange. Alors
on de´finira une friction par la donne´e des trois parame`tres dp, dg et %g.
– l’influence du plan existe toujours comme pour les e´coulements monodis-
perses, on tient compte du plan au moyen de la normalisation par l’e´paisseur
du de´poˆt hstop. De la meˆme fac¸on que les e´coulements monodisperses, les
e´coulements granulaires bidisperses ve´rifient une loi du type Fr = βh/hstop.
Cependant l’explication propose´e pour la modification du gradient de vitesse
revient a` conside´rer que les grosses billes imposent une contrainte tangentielle
supe´rieure a` celle donne´e par le rapport des contraintes normales et tangen-
tielles due au poids sur une pente θ. Cette interpre´tation permet de retrouver
les re´sultats expe´rimentaux mais n’a pas e´te´ explique´e au niveau des interactions
entre les billes, meˆme si on suspecte un effet duˆ a` la se´gre´gation.
Chapitre 8
Conclusions et perspectives
Dans cette e´tude, nous avons tente´ de comprendre les e´coulements de mi-
lieux granulaires bidisperses en taille. Ces e´coulements sont essentiellement
inhomoge`nes, parce que faisant intervenir des processus de se´gre´gation. La
conse´quence premie`re de cette se´gre´gation est d’organiser l’e´coulement sous forme
de deux couches de billes coulant l’une sur l’autre. Cette organisation verticale en-
traine, du fait du champ de vitesse, une he´te´roge´ne´ite´ spatiale late´rale et longitu-
dinale. Pour un me´lange de grandes et petites billes, on retrouve les grandes billes
en surface, au front et sur les coˆte´s, les petites billes a` la base de l’e´coulement.
Cette ge´ome´trie particulie`re provoque plusieurs effets qui jouent chacun sur la
dynamique ge´ne´rale de l’e´coulement.
– un effet duˆ a` la pre´sence des grandes particules sur le contour de
l’e´coulement (front et coˆte´s)
– une interaction entre les deux couches de particules superpose´es
– une modification de la rugosite´ basale selon la taille des billes en contact
avec le fond rugueux.
Si on recherche une loi rhe´ologique ge´ne´rale pour ces e´coulements, on est
tente´ de s’inte´resser a` la friction basale des e´coulements afin de les replacer dans
le cadre des e´quations moyenne´es dans l’e´paisseur. D’apre`s les e´tudes ante´rieures
sur les e´coulement granulaires monodisperses, la friction basale des e´coulements
bidisperses devrait eˆtre fixe´e par l’interaction des petites particules avec le plan
rugueux. Mais nos re´sultats montrent que cette interaction ne conditionne pas a`
elle seule, la rhe´ologie globale du syste`me bidisperse se´gre´ge´. On a pu montrer que
cette rhe´ologie globale de´pend bien suˆr de la rugosite´ du plan et de la taille des
petites billes, mais aussi de la taille des grandes billes et du pourcentage relatif
de chacune des deux espe`ces. L’interaction du plan et des billes au contact n’est
donc qu’un volet parmi plusieurs effets.
Neanmoins, l’e´tude de l’interaction des petites particules prises seules (mono-
disperse) avec le plan rugueux a donne´ non seulement la re´ponse a` l’effet de la
modification de la rugosite´ basale, mais aussi un cadre pour l’interpre´tation des
divers comportement bidisperses. Elle a, entre autres, mis en e´vidence un maxi-
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mum de friction pour une rugosite´ relative donne´e. On aborde alors les variations
de la rugosite´ basale en comparant la taille des petites billes a` la taille correspon-
dant au maximum de friction. De plus, a` partir des caracte´ristiques ge´ome´triques
du plan rugueux (tailles des rugosite´s, compacite´), il est possible de calculer la
valeur de la friction basale pour n’importe quelle taille de bille monodisperse
coulant sur ce plan.
Graˆce a` une comparaison entre les frictions sur le plan rugueux calcule´es
dans les cas monodisperses des grandes et des petites billes, on peut cerner les
limites de l’effet de contour. Si la friction des grandes est supe´rieure a` celle des
petites, l’e´coulement bidisperse est confine´ par la forte friction qui s’exerce sur
son contour. Divers phe´nome`nes en re´sultent : barrage et re´duction de la largeur
et de la longueur, rupture du barrage formation d’un doigt et augmentation de la
longueur. Bien suˆr, si la friction est infe´rieure, aucune force ne s’exerce au niveau
du contour de l’e´coulement.
Par ailleurs, en choisissant judicieusement les tailles des billes dans
l’e´coulement bidisperse, on a pu s’affranchir de ces effets essentiellement dus a`
l’inhomoge´ne´ite´ late´rale de l’e´coulement. Il ne reste alors que les effets d’interac-
tions entre les couches de billes et l’effet de la rugosite´ du plan. En se plac¸ant
en dehors des conditions pour lesquelles il y a pie´geage des grandes billes dans le
de´poˆt de petites, nous avons montre´ que le roˆle des grandes billes est essentielle-
ment d’imposer un gradient de vitesse dans la couche de petites billes supe´rieur a`
celui qu’elles auraient lors d’un e´coulement monodisperse de meˆme e´paisseur : il y
a entraˆınement des petites billes par les grandes. Ce re´sultat est surprenant puis-
qu’il revient a` conside´rer que les grandes billes imposent une force tangentielle
supe´rieure a` celle qu’on attendrait au vu de la force normale qu’elles excercent.
L’interpre´tation de ce phe´nome`ne reste ouverte. Ne´anmoins, on constate que c’est
une des raisons pour lesquelles la loi rhe´ologique du mate´riau ne de´pend pas que
de la rugosite´ basale, mais aussi des caracte´ristiques et de la fraction des grandes
particules. Il semble que la se´gre´gation ne soit pas qu’un phe´nome`ne anecdo-
tique, mais que le maintien de son organisation spatiale ait une influence sur la
dynamique de l’e´coulement.
De nombreuses questions se posent a` la suite de ce travail. Nous proposons
ici quelques pistes de reflexion, dans son prolongement.
L’identification des diffe´rents me´canismes intervenant lors des e´coulements
bidiperses donne un cadre nouveau pour l’e´tude de ces e´coulements. Bien suˆr, ces
me´canismes demandent chacun une e´tude plus de´taille´e et approfondie avant de
pouvoir proposer une loi rhe´ologique les prenant en compte.
D’autre part, on peut se demander ce que deviendront ces me´canismes dans le
cas ou` les e´paisseurs des e´coulements sont plus importantes, en particulier pour
des e´coulements confine´s late´ralement pour lesquels les e´paisseurs peuvent eˆtre
grandes, impliquant deux couches e´paisses superpose´es. Que deviendra le confi-
nement dans le cas de ces e´coulements en nappe ? Pourra-t-on faire un paralle`le
avec une instabilite´ de type digitation du front ?
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Si on revient a` l’enjeu principal de cette e´tude, qui est l’e´tablissement de lois
rhe´ologiques, on peut se demander, avant d’aller plus en avant vers une e´tude des
e´coulements polydisperses en taille, si ces lois seront valables seulement pour un
type de ge´ome´trie d’e´coulement (ici l’e´coulement a` surface libre sur plan incline´).
Il serait souhaitable d’envisager de placer ces me´langes bidisperses dans d’autres
configurations expe´rimentales (cellule de cisaillement...) ou` l’e´tat de se´gre´gation
ne sera pas le meˆme. Pour un granulaire monodisperse, on savait que le plan
intervenait dans la loi rhe´ologique, qu’on pouvait envisager comme une rhe´ologie
du couple (plan-mate´riau). A-t-on une rhe´ologie du triplet (plan-mate´riau-e´tat
de se´gre´gation) dans le cas d’un mate´riau bidisperse en taille ? Une comparaison
entre plusieurs syste`mes permettrait peut eˆtre d’isoler la contribution de chacun
de ces parame`tres dans la dynamique de l’ensemble.
Bien suˆr, avant toute application a` des cas naturels d’e´coulement, on se de-
mande si une rhe´ologie pour des me´langes polydisperses pourra un jour eˆtre pro-
pose´e. Il faudra donc une extension de ce travail a` des mate´riaux polydisperses en
taille. On pre´voit une e´ventuelle modification de l’e´tat se´gre´ge´, mais surtout on
se demande si d’autres phe´nome`nes interviendront ou si la seule combinaison des
me´canismes de´crit dans ce travail suffira a` donner un cadre pour ces e´coulements.
De jolies couleurs en perspective au labo...
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Fig. 8.1 – De´poˆt obtenu apre`s un e´coulement polydisperse en taille.
Annexe A
Appendices
A.1 Fabrication des plans rugueux
La fabrication des plans rugueux a demande´ un travail conse´quent. En ef-
fet, pour pouvoir mode´liser la rugosite´ du plan et comprendre les diffe´rents
e´coulements que nous avons e´tudie´s, les plans rugueux devaient eˆtre constitue´s
d’une monocouche de billes. L’empilement des billes sur le plan est alors ale´atoire
compact. Pour re´aliser les diffe´rents plans, nous avons remarque´ que nous ne pou-
vions pas utiliser le meˆme proce´de´ pour toutes les tailles de billes.
Pour des tailles de billes infe´rieures a` 600 µm, on utilise une feuille collante de
type Venilia. La face non collante est pose´e sur le plan tandis que la face col-
lante est couverte de grains. En disposant une couche e´paisse de particules sur
la colle que l’on tasse, puis en enlevant le surplus, on parvient a` cre´er une mo-
nocouche de grains dans un empilement ale´atoire compact. Pour stabiliser et
fixer de´finitivement la monocouche de particules, il convient de re´aliser quelques
e´coulements avec les meˆmes particules que celles qui sont colle´es. En effet, cette
phase de “vieillissement” du fond rugueux permet a` certaines particules de se
re´arranger et a` d’autres de s’incruster dans le plan.
Pour des tailles de billes comprises entre 600 µm et 1.4 mm, il convient d’uti-
liser une autre me´thode. Le proce´de´ de fabrication consiste a` utiliser une colle
plus re´sistante que la colle pre´sente sur le film Venilia. Le collage s’effectue sur
une plaque de PVC sur laquelle est dispose´e du scotch double face. Une couche
e´paisse de grains est alors dispose´e sur la face collante du plan et tasse´e, apre`s
la phase de vieillissement pre´ce´demment de´crite, on obtient un plan rugueux
constitue´ d’une monocouche de billes. Cependant pour des plans constitue´s de
grosses billes (environ 1 mm), les trous dans les espaces du plan sont de l’ordre
de quelques centaines de µm. Lors des premie`res expe´riences re´alise´es avec des
billes de petit diame`tre, ces billes peuvent remplir les trous du plan et rester
colle´es sur ce dernier. Pour e´viter cette variation de la rugosite´ du plan, due a`
nos expe´riences, il convient alors de pre´-remplir les trous du plans avec des petites
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billes (0-50 µm). Seules les petites billes en contact avec le plan resteront colle´es.
La taille des petites billes qui remplissent les trous du plan repre´sente environ
1/20eme de la taille des billes colle´es sur le plan et n’ont donc pas d’influence sur
la rugosite´ du plan lors des e´coulements.
Pour des billes ayant une taille supe´rieure a` 1.4 mm, les particules sont colle´es
sur une plaque de verre avec une re´sine epoxy, l’araldite. La difficulte´ de cette
me´thode re´side dans le fait de n’obtenir qu’une seule couche de billes colle´es sur
la plaque. L’e´paisseur de colle mise sur la plaque de verre est donc tre`s impor-
tante, la colle est passe au pinceau puis lisse l’aide d’une tuge cylindrique. Cette
me´thode consiste donc dans un premier temps a` re´aliser un plan sur du papier
Venilia, le principe est le meˆme que de´crit pre´ce´demment. Ce plan rugueux pro-
visoire est ensuite retourne´ et colle´ sur la plaque de verre qu’on a enduite d’une
couche de colle. L’ensemble est ensuite tasse´ au travers du film Venilia. Il est as-
sez aise´ d’enlever le papier Venilia en passant le plan sous l’eau lorsque les billes
sont colles sur la plaque de verre (quelques jours).
Tous les plans que nous avons fabrique´ ont une compacite´ comprise entre cmin
et cmax. cmax est la compacite´ pour laquelle toutes les billes colle´es sur le plan
sont en contact. Cette compacite´ est e´gale a` cmax =
π
2
√
3
= 0, 9 pour des tailles
de billes monodisperses. Le minimum de compacite´ est de´termine´ par le proce´de´
de fabrication des plans rugueux. En effet, pour re´duire les espacements entre les
billes colle´es, nous appuyons sur l’excdent de billes lors de la fabrication du plan
et les billes non colle´es peuvent remplir des trous. Aucun trou plus grand que
le diame`tre d’une bille ne restera inoccupe´. Le minimum de compacite´ est donc
obtenu dans le cas ou` l’espacement entre trois billes du plan est e´gal au diame`tre
d’une bille, ce qui donne une compacite´ e´gale a` 0,3.
A.2 Tri des billes par sphe´ricite´
A.2.1 Principe et Dispositif Expe´rimental
On a constate´ que les billes achetes dans le commerce n’e´taient pas de tre`s
bonne qualite´, c’est a` dire non sphe´riques. Pour mesurer la non-sphricite´ des
billes, on peut fitter la projection de chaque bille par une ellipse (voir figure A.1).
A partir de ce fit, les deux diame`tres principaux (d1 et d2, avec d2 > d1) de la bille
sont connus. Les billes sont alors conside´re´es sphe´riques si le rapport des deux
diame`tres ( c’est a` dire d2
d1
) est infe´rieure a` 1,1, l’erreur autorise´e sur les diame`tres
est de 10%. Les billes sont analyse´es a` l’aide d’un logiciel de traitement d’image
(NIH Image). Les mesures sont faites sur des e´chantillons de 400 billes pour
avoir une distribution repre´sentative de notre e´chantillon. L’e´chantillon initial
est constitue´ d’environ 40 % de billes non sphe´riques d’o l’inte´reˆt du tri (figure
A.2). Pour les trier, nous nous sommes inte´resse´s aux rebonds de ces billes sur
une plaque de verre incline´e. En effet, suivant la forme des billes la trajectoire
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d1
d2
Fig. A.1 – De´finition des 2 diame`tres (d1 et d2) d’une particule non sphe´rique
1 mm1 mm1 mm
(a) (b) (c)
Fig. A.2 – Tri des billes (d=580 µm) par sphe´ricite´ (a) lot initial, (b) billes
re´cupe´re´es apre`s un passage, (c) billes re´cupe´re´es apre`s un second passage
apre`s rebond ne sera pas la meˆme. En nous basant sur ces observations, nous
avons mis au point un dispositif exprimental pour trier les billes par sphe´ricite´.
Celui-ci comprend deux plaques de verre et un entonnoir en fente (fig. A.3).
La plaque supe´rieure est aussi munie d’un fin film de plastique pour faire une
de´limitation pre´cise et e´viter que les billes ne rebondissent sur la tranche de la
vitre. L’expe´rience consiste en un laˆcher de billes avec un flux constant et le plus
faible possible sur la plaque de verre. La position de la seconde plaque sera ajuste´e
de telle manie`re a` ne re´cupe´rer qu’une certaine cate´gorie de billes. Les parame`tres
de controˆle sont les suivants :
– Angle d’inclinaison des deux plaques de verre θa et θb par rapport a` l’hori-
zontale,
– Hauteur de laˆcher h,
– Espacement entre les deux plaques de verre e.
Cette e´tude a pour objet de se´parer les billes sphe´riques ou ve´rifiant un certain
crite`re de sphe´ricite´, dans une population de billes quelconques. En effet, lors-
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Fig. A.3 – Dispositif expe´rimental pour le tri de billes par sphe´ricite´
qu’une bille rebondit sur une plaque de verre, sa trajectoire est parabolique, ce-
pendant les caractristiques de cette parabole de´pendent de la sphe´ricite´ de la bille
conside´re´e. Nous avons utilise´ une came´ra rapide pour suivre la trajectoire des
particules et ajuste´ la plaque supe´rieure pour ne re´cupe´rer que 50 % des billes.
Nous avons e´tudie´ l’efficacite´ d’un tri par rebond, les re´sultats sont pre´sente´es
dans la partie suivante.
A.2.2 Re´sultats expe´rimentaux
Les expe´riences ont e´te´ re´alise´es avec diffe´rents lots de billes (de diame`tre 300
µm, 580 µm, 800 µm) pour diffe´rents angles d’inclinaisons θa (20
◦, 25◦, 30◦),
en effet seul l’angle d’inclinaison θa est important dans ces expe´riences, car la
trajectoire des billes est fonction de cet angle d’inclinaison. L’angle d’inclinaison
θb est ajuste´ de telle sorte que les billes s’e´coulent sur la plaque de verre situe´e
au dessus, c’est a` dire un angle d’inclinaison faible de l’ordre de quelques degre´s.
Les pourcentages de billes sphe´riques prsents dans les diffrents lots de billes sont
respectivement de 55%, 60% et 70% (en nombre).
En figure A.4 sont repre´sente´s les pourcentages de billes sphe´riques obtenus
apre`s un ou deux passages. Ces re´sultats ont e´te´ obtenus pour diffe´rents diame`tres
de billes, et diffe´rents angles d’inclinaison θa. Les expe´riences re´alise´es montrent
qu’il existe un angle θa optimal pour le tri des billes, cet angle est compris entre 25
◦
et 30◦. Le second re´sultat important est qu’un seul passage permet d’augmenter
significativement le pourcentage de billes sphe´riques (fig. A.4). Pour un angle
d’inclinaison θa, pour chaque lot de billes, le pourcentage de billes sphe´riques est
respectivement de 69, 80 et 83. On montre avec ces expe´riences que lors du second
passage, le pourcentage de billes sphe´riques augmente le´ge´rement (respectivement
de 72, 85 et 88). Cependant, on remarque que lors du premier passage, les billes
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Fig. A.4 – Pourcentage de billes sphe´riques en fonction du nombre de passage
dans la “trieuse”pour diffe´rents diame`tres de billes  d=300 µm, ◦ d=580 µm et
△ d=800 µm. L’efficacite´ du tri a e´te´ e´tudie´ pour diffe´rents angles d’inclinaison
θa de la plaque infe´rieure (- -) θa = 20
◦, (ligne e´paisse) θa = 25
◦, (—) θa = 30
◦.
Le tri est le plus efficace pour un angle de 25 ◦.
les moins sphe´riques (le rapport des diamtres d2/d1 de ces billes est suprieur 1,2)
sont supprime´es du lot initial. Malgre` sa simplicite´, cette me´thode s’ave`re efficace
pour augmenter significativement le pourcentage de billes sphe´riques. Par ailleurs,
si on souhaite obtenir des billes tre`s sphe´riques, il suffit de passer les billes dans
la trieuse un nombre e´leve´ de fois.
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Ecoulements granulaires bidisperses sur plans incline´s rugueux
Re´sume´ - Pour comprendre la grande mobilite´ des e´coulements naturels, nous
nous sommes inte´resse´s a` l’e´tude des e´coulements granulaires monodisperses
et bidisperses. L’e´tude des e´coulements granulaires monodisperses a montre´
l’existence d’un diame`tre de billes pour lequel la friction est maximum. Ce
diame`tre de´pend des caracte´ristiques du plan rugueux (diame`tre des rugosite´s
et espacement entre les rugosite´s), et peut eˆtre de´termine´ a` l’aide d’un mode`le
de stabilite´ sans parame`tre ajustable. L’e´tude des e´coulements bidisperses a mis
en e´vidence, du fait de la re´partition inhomoge`ne des billes lors de l’e´coulement
de nombreuses interactions, re´parties suivant deux effets : les “effets de lignes”
qui ont une influence sur la morphologie du de´poˆt (formation ou non de doigt)
et les “effets d’interface” (interactions des petites billes avec le plan rugueux et
interaction des petites billes avec les grosses billes) qui ont une influence sur
l’e´paisseur du de´poˆt et sur la rhe´ologie de ces e´coulements.
Mots-cle´s : E´coulements granulaires, rhe´ologie, se´gre´gation, friction.
Bidisperse granular flows on rough inclined planes
Abstract - For understanding the large mobility of natural flows, we in-
terest to the study of monodisperse and bidisperse granular flows. The study
of monodisperse granular flows shows the existence of a diameter of beads for
which the friction is maximum. This diameter depends on the characteristics
of the rough plane (diameter of the roughness, spacing between the roughness)
and can be determined by a model of stability without adjustable parameter.
The study of bidisperse flows, give rise to, due to the inhomogeneous repartition
of the beads during the flow, a lot of interactions dividing in two effects : the
“line effects” which have an influence on the morphology of the final deposit
(formation of a finger or not) and the “interface effects” (interactions between
small beads and the rough plane and interactions between the small beads and
the large beads) which have an influence on the thickness of the deposit and on
the rheology of these flows.
Keywords : granular flows, rheology, segregation, friction.
